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Kapitel 1

Einleitung

Einfache Staubpartikel im Raum, pendelnde Grashalme im Wind oder das Pendel einer Uhr sind
physikalische Objekte, die mit Hilfe physikalischer Gesetze beschrieben und analysiert werden
kénnen. Die Darstellung solcher bewegter Objekte in Computersystemen beinhaltet immer das
Problem, inwieweit eine realistische Abbildung der wirklichen Verhéaltnisse in einer virtuellen
Welt moglich ist b.z.w. noch sinnvollist. D.h. im Bereighysically based modelingird man

bei der Modellierung nattirlicher b.z.w. mechanischer Vorgange, die Effizienz der Bewegungsbe-
rechnungen und der graphischen Darstellung in den Computersystemen bertcksichtigen missen.
Diese Berucksichtigung verlangt eine schrittweise Entwicklung von einfachen Bewegungsmodel-
len bis zu komplizierten Bewegungsberechnungen fir komplexe nattrliche Systeme.

1.1 Motivation

Als Ausgangspunktdient die Arbeit von WitkidfKBB92], in der neben der numerischen Proble-
matik einfache physikalische Modelle fur die Bewegungsberechnungen im Rahmen der Newton
Mechanik vorgestellt werden. Dabei dient d@erticle als Modell eines Massentragers dessen
freie Bewegung durch das Modell deéréaftefelderund Stromungsfelddoeeinflul3t ist. Das Mo-

dell von Partikel und Strémungsfelder diente als Grundlage eines Partikelsystems, das im Rahmen
eines Praktikums von Kurtenbach und Stegemann erarbeitet wurde. In diesem System wurden
Stromungsverhaltnisse durch einfache sogenannte Flu3primitve, wie Wirbel, punktférmiger Sog,
gleichformiger Wind usw. modelliert. EiRarticle, besitzt dabei schon physikalische Eigenschaf-

ten, wie Geschwindigkeit und Beschleunigung. Die Particles wurden zunéchst dargestellt als ein-
fache Punkte ohne geometrische Ausmalie, ohne gegenseitige Beeinflussung, sie dienten nur der
Veranschaulichung der simulierten Strémungsverhéltnisse. Bekommen die Objekte geometrische
Gestalt, so erhdhen sich die Freiheitsgrade der Objekte und die gegenseitige Beeinflussung. Wei-
tere Uberlegungen filhren zum Problem der Kollisionserkennnoitisjon detectio als auch

zu Reaktion auf Kollisiondollision responsk welche in der Arbeit von KurtenbacK{ir98] be-
schrieben werden.

Die vorliegende Arbeit greift das Gebiet der Bewegungsanalyse mechanischer Systeme auf. Die
Kennzeichnung dieser Systeme ist, da? der Konfigurationsraum dieser Systeme bestimmt ist,
durch dem System auferlegte Nebenbedingungen.

Fur die Bewegungsbeschreibung einfacher physikalischer Objekte, wie Partikeln, die unterschied-
lichen Kraftfeldern ausgesetzt sind, reichen die Newtonschen Axiome voéllig aus. Doch bei kom-
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plizierteren Systemen deren Freiheitsgrade durch verwickelte Zwangsbedingungen eingeschrankt
wird, ist eine Erweiterung der physikalischen Werkzeuge gefragt.

1.2 Zielsetzung

Ziel der Arbeit ist die Entwicklung eines Verfahrens, welches auf einfache Weise erlaubt, kom-
plexe physikalische Systeme mit Nebenbedingungen zu analysieren, um sie dann leicht in ein
virtuelles Umfeld zu implementieren. Dabei werden Verfahren der klassischen Mechanik verwen-
det. Das virtuelle Umfeld sind die Werkzeuge der Computergrafik. Die erarbeiteten mechanischen
Beispielsysteme werden dargestellt mit Hilfe der 2D-Grafikschnittstelle EE3J, die mit ein-

fachen graphischen Elementen eine schnelle visuelle Kontrolle der bewegten Systeme erlaubt.

1.3 Aufbau der Arbeit

Geeignete Werkzeuge fur die Erfassung und die Analyse bewegter physikalischer Objekte stellt
die klassische Mechanik, mit den Bereichen Statik, Kinematik und Kinetik bereit. Grundlage der
klassische Mechanik bilden die Newtonschen Axiome. Besonders die von Newton aufgestellte
Definition der Kraft,F = ma, dient als Grundlage zur Aufstellung von Bewegungsgleichungen.

In Kapitel Il werden diese Grundlagen vorgestellt, es werden mathematische und physikalische
Begriffe eingefuhrt, um Bewegungsvorgange zu beschreiben. Da die Newtonschen Axiome fur
die Beschreibung der Bewegung von Systemen mit verwickelten Nebenbedingungen zu unbe-
guem anwendbar sind, werden in Kapitel Il weitere Prinzipien der Physik beschrieben, die die
Analyse der komplexeren Systeme vereinfacht. Fir die Beschreibung von Bewegung mit Zwangs-
bedingungen stellt der Lagrangeformalismus ein ideales Werkzeug dar. Da fir die Beschreibung
physikalischer Systeme nichtimmer eine allgemeine Losung existiert, werden numerische Verfah-
ren bengtigt. Das Prinzip solcher Verfahren wird in Kapitel IV beschrieben.

Die aufgestellten Voraussetzungen kommen in Kapitel V zur Anwendung. Anhand der beschrie-
benen Beispielobjekte wird nochmals die Einfachheit des Lagrangformalismus verdeutlicht.
Uberleitung zum praktischen Teil dieser Arbeit bildet im letzten Teil die Entwicklung geeigneter
Basisklassen und die Implementierung der physikalischen Objekte. Die Implementation ist in der
Programmiersprache C++. Die graphische Plattform bildet die Grafikschnittstelle CGlI.

Fur die Mdglichkeit dieser Arbeit méchte ich mich an dieser Stelle bei Herrn Professor D.W.Fellner
bedanken. Fur die Unterstlitzung danke ich besonders Herrn Gordon Miller.



Kapitel 2

Physikalische Voraussetzungen

In diesem Kapitel werden mathematische und physikalische Begriffe eingefuhrt, um Bewegung
zu beschreiben, um Gesetze der Bewegung zu formulieren und Bewegungsablaufe berechnen zu
konnen. Diese Grundgesetze werden in der Physik Axiome oder Prinzipien genannt, d.h. sie sind
nicht beweisbar, sondern stellen zusammengefasste Erfahrung dar. Es ist nicht moglich mit die-
sen Grundgesetzen, den Denkmodellen und den Grundbegriffen der Mechanik, wie Massenpunkt,
Massenpunktsystemen, starrer Korper, Kraft, Arbeit, Impuls usw., jede Bewegung und Erschei-
nung der unbelebten Natur erfassen zu kénnen. Trotzdem versucht die Mechanik Methoden fiir
die Aufstellung von Bewegungsgleichungen zu liefern, die es ermdglichen, den Ablauf der Bewe-
gung, d.h., die Bahn eines mechanischen Systems und den Zeitverlauf der Bewegung zu ermitteln,
wenn es der Einwirkung von Kréften unterworfen ist. In dieser Arbeit wird sich herausstellen, daf3
die von der Physik erarbeiteten Prinzipien ein hervorragendes Werkzeug darstellen, um natdrliche
mechanische Systeme in kiinstliche Umgebungen zu implementieren. In diesem Kapitel werden
die physikalischen Begriffe und Beziehungen beschrieben, die fur das folgende Kapitel und die
physikalischen Objekte von Bedeutung sind.

2.1 Mechanik

Die Mechanik stellt sich die Aufgabe, die Gesetze der Bewegung von Massenpunkten, Massen-
punktsystemen und starren Kdrpern aus wenigen Grundgesetzen abzuleiten. Die Mechanik befal3t
sich mit der Statik, der Kinematik und der Kinetik oder Dynamik. Dynamik bezeichnet die Lehre
von den Kraften und dient als Oberbegriff flr Statik und Kinetik.

2.2 Kinematik

Die Kinematik ist die Lehre vom geometrischen und zeitlichen Ablauf von Bewegungen ohne
nach Ursachen und Wirkungen der Bewegung zu fragen.

In den weiteren Abschnitten, werden die hier definierten Begriffe, wie Geschwindigkeit, Beschleu-
nigung und Winkelgeschwindigkeit bzw. Winkelbeschleunigung von Massenpunkten verwendet.
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Die Bewegung eines mechanischen Systems ist erst dann vollstédndig beschrieben, wenn der Orts-
vektorr (t) eines jeden zum System gehérenden Teiles bestimmt worden ist. Diese Aufgabe ist fur
reale technische Konstruktionen im allgemeinen nur nédherungsweise zu lésen. Die tatséchlichen
Verhaltnisse werden durch Modellvorstellungen ersetzt. Diese bestehen darin, daf3 verschiedene
fir den Ablauf des Geschehens unwesentliche Einzelheiten, die die Beschreibung der Vorgange
erschweren oder unmdéglich machen, vereinfacht oder zunachst nicht bertcksichtigt werden. Die
so erhaltenen Ergebnisse sind anschliel3end darauf zu Giberprifen, ob die Vereinfachungen zuléassig
sind.

Das einfachste mechanische Modell eines Kdrpers idVidessenpunkiDer Begriff Massenpunkt

druckt aus, daB fur einen gerade interessierenden Fall ein realer Kérper durch einen einzelnen
ausgewahlten Punkt des Korpers, z.B. des Massenmittelpunktes, ersetzt werden kann.

Die Beschreibung der Bewegung eines Massenpunktes bedeutet die Angabe des Ortes, an dem
sich der Massenpunkt zu einer vorgegebenen Zeit befindet, seiner Geschwindigkeit und seiner Be-
schleunigung.

Zur Beschreibung einer Bewegung wird ein Bezugssystem benotigt. §eggrunde, die Ein-
heitsvektoren des Bezugsystems. In kartesischen Koordixatennd z wird die Angabe der
Bahnkurve eines Massenpunktes durch Angabe der drei Zeitfunktighery(t) und z(t) be-
schrieben. Diese Funktionen werden durch den Ortsvelktprusammengefalt:

rt) =xt)ec+yt)ey +z(t)e; = | y(t) (2.1)
zZ(t)

Die Geschwindigkeit ist definiert als Ableitung des Ortsvektors nach der Zeit:

X(t)
v(t) = F(t) = X()e +y(t)e +2(t)e, = ygr; 2.2)
Z(t

Die Beschleunigung eines Massenpunktes ist definiert als Ableitung der Geschwindigkeit nach
der Zeit:
X(t)

alt) = Vit) = F(t) = X()ex+V(t)gy +2(t)e; = ygr; (2.3)
Z(t

Hohere zeitliche Ableitungen des Ortsvektors werden in der Mechanik nicht bendtigt.

Ist das gewahlte Bezugssystem unabhéngig von der Zeit, handelt es sich Lrargaisystem

Daher sind die Ableitungen der Einheitsvektoren nach der Zeit gleich Null. Es kann nicht fest-
gestellt werden, ob ein Bezugssystem sich in Ruhe befindet, da dazu wieder ein Bezugsystem
gebraucht werden mifdte. Wird eine Bewegung in einem bewegten Bezugssystem beschrieben, so
ist diese Bewegung mit zu berticksichtigen.

Die Bewegung eines Massenpunktes auf einer Kreisbahn ist ein Spezialfall der allgemeinen Bewe-
gung des Massenpunktes. Zur Beschreibung der Lage des Massenpunktes auf der Kreisbahn ist die
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Angabe einer Winkelkoordinatit) besser geeignet als die Beschreibung durch den Ortsvektor
r(t). Die Winkelgeschwindigkeib und die Winkelbeschleuniguregsind definiert als:

= o) (2.4)
a = ) =) (2.5)

2.3 Kinetik

Waéhrend die Kinematik die Bewegung der Massenpunkte beschreibt, fragt die Kinetik nach den
Ursachen der Bewegung, mit dem Ziel, aus der Kenntnis der Ursachen, diese Bewegung berechnen
zu kénnen. Grundlage ist das von Newton aufgestellte Dynamische Grundgesetz. Grundsatzlich
ist die Losung fur eine Aufgabe aus dem Gebiet der Kinetik mit dem Impulssatz, dem Energie und
dem d’Alembertschen Prinzip méglich, denn sie sind Umformungen des Dynamischen Grundge-
setzes. Sie werden in den folgenden Abschnitten vorgestellt.

2.4 Krafte

Um einen Kérper bewegen zu kénnen, wird eine Kfafaufgewendet. Die Ursache der Bewe-
gung eines Massenpunktes ist die Einwirkung anderer Massenpunkte, wobei fur die Einwirkung
kennzeichende GroRRe die Kraft ist. Krafte sind Vektoren, denn die vollstandige Beschreibung der
Kraft erfordert auch die Angabe der Richtung, in der die Kraft wirkt. Der Korper wird immer in
diese Richtung beschleunigt, in der die Kraft wirkt.

Die Kraft wird in Newton N gemessen. Greifen mehrere Krafte an einem Punkt an, so werden sie
vektoriell addiert, der resultierende Vekt®esultierendgenannt, gibt dann Grof3e und Richtung

der resultierenden Kraft an.

2.4.1 Newtonsche Axiome

Grundlage der Mechanik sind die Axiome von Newton, sie seien hier nochmals erwahnt.
Erstes Axiom:

Ohne aufRere Beeinflussung verharrt ein Kérper im Zustand der Ruhe oder gleich-
formigen Bewegung.

Zweites Axiom auch dynamisches Grundgesetz genannt:

Die Anderung der BewegungsgroRe ist der Einwirkung der bewegegenden Kraft pro-
portional. Die Anderung erfolgt in der Richtung, in der die Kraft aufgebracht wird.

Da dabei Uiber die Proportionalitéatskonstante frei verfigt werden kann, wird diese wegen der Ein-
fachheit gleich eins gesetzt, d.h. aus der Proportion wird eine Gleichung gemacht:

FAt = A(MV). (2.6)

IKraft: Newton, N =kg?m
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FUr den Grenzlibergang erhalt man das Dynamische Grundgesetz:

d

F= S )

(2.7)
Die zeitliche Anderung der BewegungsgroRevnist gleich der auReren Kraft, die
diese Anderung verursacht.

FUr den starren Korper ish konstant und damit
F =ma (2.8)
Drittes Axiom (actio = eaction):

Jede KraftR,qio besitzt eine Gegenkraft oder ReaktionskEaficio. Beide sind gleich
grof3 und einander entgegengesetzt gerichtet.

IE’actio = —ﬁreactio- (2-9)

2.4.2 Drehmoment

Wirkt eine Kraft auf einen drehbaren Koérper, so erzeugt sie ein Drehmolheias entspricht
der Wirkung eineKraftepaares Kraftepaar werden zwei gleich grol3e Krafte genannt, die auf
parallelen Wirkungslinien liegen. Ein Kraftepaar laf3t sich nicht zu einer Resultierenden zusam-
menfassen und hat keine resultierende Kraftwirkung. Ein Kréftepaar versucht, den Kérper an dem
es angreift, zu drehen. Ein Mal3 der Starke dieser Drehwirkung ist das Piedukobeir der
Abstand der beiden Wirkungslinien ist. Als vektorielle GroR3e ist das Drehmoment das vektorielle
Produkt aus undF:

M=F xF. (2.10)

Der Vektor des Drehmomentes steht senkrecht auf deFvandr aufgespannten Ebene.

2.4.3 Kraftenarten

Eine Unterscheidung der auftretenden Krafte und Momente ist deshalb erforderlich, da nicht alle
Arten einen Beitrag zur Energiebilanz leisten. Dieser Umstand ist fur die noch zu erlauternden
Prinzipien von Bedeutung.

Fir die Behandlung der Bewegungsgleichung eines Massenpunktsystems st es hilfreich zwischen
inneren und &ufBeren Kréften, eingeprégten und Zwangskréften zu unterscheiden. Die Klassi-
fizierung nach inneren KrafteR und auBeren KrafteRa hangt im wesentlichen von der frei
wahlbaren Systemgrenze ab. Die Systemgrenze ist dabei als Trennung zwischen dem mecha-
nischen System und der Umgebung zu verstehen. Durch Veréanderung der Systemgrenze kann
jede innere Kraft zur &uReren Kraft und auch umgekehrt jede auf3ere Kraft zur inneren Kraft wer-
den. Die Umgebung und das mechanische System stehen in Wechselwirkung zueinander. Diese
Wechselwirkung wird durch ein Kréftepaar beschrieben. Die Kréfte sind dabei gleich grof3 und
entgegengesetzt (Reaktionsprinzip). Handelt es sich um auf3ere Kréfte, so liegt eine dieser beiden
Krafte aul3erhalb und eine innerhalb der Systemgrenze.
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Innere Kraftewerden Krafte genannt, die die Massenpunkte eines Systems aufeinander austiben,
z.B. die Bindungskrafte der Massenpunkte. Die in der Mechanik Ublicherweise behandelten
inneren Krafte sind Zweikorperkrafte von Massenpunkten die innerhalb der Systemgren-
ze liegen, d.h., die vom Massenpurikauf den Massenpunktwirkende Kraftlfji hangt
nur von der Lage und Geschwindigkeit der beiden Massenpunkte ab, sie ist unabhangig
von den anderen Massenpunkten des Systems. Auch hier gilt das 3.Newtonschen Axiom
(actio=reaction) aus dem die wichtige Eigenschaft der inneren Kréfte folgt, dal’ die vom
Massenpunkj auf den Massenpunkiausgeibte Kraﬂﬁji entgegengesetzt gleich der vom
Massenpunkitauf den Massenpunljtausgelbten ist:

B ——F:. (2.11)

AuRere KrafteEs sind alle Krafte die keine innere Krafte sind. AuRere Krafte sind Krafte, die
ihre Ursache aulRerhalbe der Systemgrenze haben. Z.B. die auf die Massenpunkte wirkende
Schwerkraft ist eine aul3ere Kraft.

Eingepragte Krafist die Summe der inneren und ul3eren Kréfte, sie ist die auf einen Massen-
punkti des Massenpunktsystem miMassenpunkten wirkende Kraft, d.h.:

n
ma=F = Zﬁj +Fai, (2.12)
j:

der Massepunkt i tbt keine Kraft auf sich selbst aus, daher gibt es keinen Betrag fiir

Die eingepragten Kréfte, die sich auf die Energiebilanz des Systems auswirken, lassen sich
durch physikalische GesetzmaRigkeiten erfassen. Ob sich eine Kraft auf die Energiebilanz
auswirkt oder nicht, hangt davon ab, ob sich die Kraftangriffspunkte entlang der Wirkungs-
linie verschieben kdnnen. Ist dies der Fall, so handelt es sich um eingepragte Krafte. Ver-
ursacht die Gewichtskraft einer Masse auf einer schiefen Ebene einen Hoheunterschied der
Masse, so handelt es sich um eine eingepréagte Kraft. Falls keine Verschiebung moglich ist
handelt es sich um eine Reaktionskraft.

Zwangkrafteoder Reaktionskrafte, sind Krafte die durch Bewegungseinschrankungen hervor-
gerufen werden. Charakteristisch fur die Reaktions- oder Zwangskraft ist, daf? sie keinen
unmittelbaren Einflu3 auf die Bewegung des Systems haben. Sie stellen nur die Reaktionen
auf die Bewegungseinschrankungen durch Bindungen oder geometrische Einschrankungen
dar, z.B., Krafte an Fuhrungen, die Normalkraft zwischen Masse und schiefer Ebene, usw.
Zwangskrafte liefern im Gegensatz zu den eingepragten Kraften keinen Beitrag zur Ener-
giebilanz.

Zur Ermittlung der eingepragten Krafte werden Kraftgesetze verwendet. Die Grof3e und Rich-
tung der Krafte lassen sich durch physikalische GesetzmaRigkeiten ausdriicken. Oft sind diese
Abhangigkeiten bekannt, so z.B. bei Gewichts-, Federkraft oder Dampfungskraften. Die Wirkung
der Gravitation wird auf einen Kérper durch Gewichstkigfterfalt, die im Massenmittelpunkt

des Korpers angreift und nach Newton durch das KraftgeBgtz mg beschrieben wird. In der
Technik werden Ublicherweise Federn mit linearer Kennlinie verwendet, d.h. der Zusammenhang
zwischen Federkraft und dem Federwseigt proportional. Die Proportionalitdtskonstante wird
dabei alsFedersteifigkeibder Federkonstantec bezeichnet. Das Kraft-Weg-Gesetz fiir Federn
lautet damitF = cs.

2\ . . Kra ft
Die Federkonstante hat die Dlmens@ﬁ'}lﬁe
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2.4.4 Tragheitskrafte

Die Eigenschaft aller Korper, sich Anderungen ihres jeweiligen Bewegungszustandes zu wider-
setzen, wird Beharrungsvermdgen, Tragheit oder trage Maggmnannt. Die Kraft, die der be-
schleunigenden Kraff wegen des Beharrungsvermégens entgegen wirkt, wird TragheitBkraft
genannt. Sie hat den gleichen Betrag Wiand ist dieser entgegengerichtet:

Fr = —ma. (2.13)

In bezug auf ein mit einem beschleunigten Kérper mitbewegtes Bezugssystem befindet sich dieser
in Ruhe. Die vektorielle Summe allsram Korper angreifenden Kréfte, einschlie3lich der an ihm
angreifenden Tragheitskratft, ist stets gleich Null:

N
Zﬁ+ﬁ:o (2.14)

_iﬁ—nﬁ_o (2.15)

2.4.5 Schwerpunktsatz

Mehrere Massenpunkte stehen in vielen Fallen in so enger Wechselwirkung, dal3 es unzweck-
maRig ist, die Bewegung jedes einzelnen Massenpunktes fur sich zu betrachten. Beispiele dafur
sind Atome in einem Molekil, Molekdle in einem Kristallgitter usw.. In diesen Féllen werden
die Massenpunkte zu einem Massenpunktsystem mihdéassenpunkten zusammengefaldt. Fir
jeden einzelnen Massenpunkt gilt natirlich die Newtonsche Bewegungsgleichdmty. ( Der
Schwerpunktsatz gibt eine Rechtfertigung der Einfiihrung des Massenpunktbegriffes. In dem ein
kompliziertes System durch seinen Schwerpunkt ersetzt werden kann, kann es wie ein Massen-
punkt behandelt werden.

Wenn allen Bewegungsgleichunge@.(L2), addiert werden, heben sich wegé&il(l) die inneren

Krafte heraus: ] o ) n
ME=2 2 Fit =0 Fa (2.16)

m_ilm (2.17)

Sei

die Gesamtmasse des Systems und
1 n
Ts= — ¢ 2.1
s mi;m i (2.18)

der Ortsvektor des Massenmittelpunktes ad8einwerpunktDer Schwerpunktsatzann dann ge-
schrieben als:

m =
dt2
Der Schwerpunkt eines Massenpunktsystems bewegt sich so, als ob die gesamte Masse in ihm
vereinigtist und alle au3eren Krafte auf ihn wirken. Innere Krafte haben keinen Einflu auf seine
Bewegung.

d2rs n o
—;mmzzm. (2.19)
i=
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2.4.6 Impulssatz

Der Impulsp ist definiert als Produkt von Masseund Geschwindigkeit, er wird in *¢™ gemes-

B
sen:

p=mv (2.20)
Das 2.Newtonsche Gese®4.]) ist demnach gleichwertig mit dem Impulsatz:
d
F=— 2.21
P (2.21)

Das Zeitintegral Gber die Krafteinwirkung ergibt die Impulsanderung

1
g Fdt=(mv)1 — (MV)o = p1 — o (2.22)
Der ImpulssatzZ.21) eignet sich fir die Losung von Problemen, bei denen nach einer Geschwin-
digkeit bei bekannter Krafteinwirkung tiber die Zeit gefragt wird. Wenn keine Kraft wirkt, gilt der
Impulserhaltungssatz

%p =0, p = const. (2.23)

Aus ihm folgt, daf3 sich der Massenpunkt mit konstanter Geschwindigkeit auf einer Geraden be-
wegt.

2.5 Statik

Die Statik ist die Lehre vom Gleichgewicht der Krafte. Mit Hilfe des Prinzips von d’Alembert,
welches in Kapitel 11l beschrieben wird, wird ein Problem der Kinetik auf ein Problem der Statik
reduziert. In diesem Zusammenhang wird die Gleichgewichtsbedingung der Statik benétigt:

Die wirkenden Kréfte sind im Gleichgewicht, wenn die Resultierende dieser Krafte
und die Summe der Drehmomente gleich Null ist.

Zlf:o; ZI\7I:0. (2.24)

2.6 Energie und Arbeit

Wenn eine Kraft einen Korper einen auf einem bestimmten Weg verschiebt, so verrichtet sie am
Korper Arbeit. Energie ist die Fahigkeit eines Kdrpers, Arbeit zu verrichten. Arbeit und Energie
sind aquivalente Gré3en und werden mit den gleichen physikalischen Einheiten, d.h. in Joule (J) =
Nm, gemesseh Die fiir diese Arbeit relevanten Energieformen sind die mechanischen Energien,
d.h. die kinetische Energie, die potentielle Energie und die Rotationsenergie.

SArbeit: Joule, J = Nevvtonmeterk—gszﬁ
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2.6.1 Arbeit

Mechanische Arbeit ist das Produkt aus dem \&/egd der tangential zur Bahnrichtung wirkenden

Kraft. Ist die Kraft wahrend des Vorgangs konstant und ist die Kraft- und Wegrichtung gleich, gilt:
W = Fs (2.25)

Ist die Kraft nicht konstant, sondern eine Funktion des Wégss und bilden Kraft und Weg den
Winkel a, seiFs = F cosa dann gilt:

2 _, S

T / Fdr — Rds (2.26)
r S1

Da in die Arbeit die Zeit, in der sie verrichtet wird, nicht eingeht, wird als Maf3 fur die pro Zeit-

einheit verrichtete Arbeit die Leisturigydefiniert:

_dw _dr

P=at ~Fat ™

Fr. (2.27)

2.6.2 Energiesatz

Wird die Kraft Uber den Weg integriert, sei die Mags&onstant, ergibt sich der Energiesatz:

"2 dv T2 dr

2
Fdr =m dr =m

" 1
v Wem[ VW= imd- ImE—T,-T.  (2.28)
1 p dt 2 2

T a T

Der Energiesatz stellt eine weitere Umwandlungsform des Dynamischen Grundgesetzes dar. Die
Arbeit der Kraft ist gleich der Differenz der kinetischen Energie des Massenpunkiesschen
Endpunkt und Anfangspunkt der Bewegung.

2.6.3 Kinetische Energie

Die kinetische Energie

T= %mv’- (2.29)
ist das Arbeitvermdgen des Massenpunktdafolge seiner Bewegung mit der Geschwindigkeit
V.
2.6.4 Das Potential

Die Arbeit der Gewichtskraft einer Masse m sei konstant, ist vom Wegunabhangig. In das
Ergebnis geht nur die Hohendifferehz= h; — h, des Anfangs- und Endpunktes der Bewegung
ein, denn da die Kraft konstantist, gilt:

W = mgh=mgh; —hy) (2.30)
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Das Arbeitsvermogen der Gewichtskraft einer Masselas Potential der Gewichtskraft, hangt
ausschlieBlich von der Héhe ab, in der sich die Masse Uber einer willkirlich zu definierenden Be-
zugsebene befindet. Die Arbeit, die sie bei einer Bewegung bis zum Erreichen dieser Bezugsebene
leistet ist nachZ.30 vom Wegs unabhangig.

Eine Masseanin der Hoheh Uber einer Bezugsebene hat gigentielle Energie:

U =mgh (2.31)
Allgemein besitzt eine Kraft potentielle Energie, wenn eine Funktign) existiert mit:
gU(r) = —Fr (2.32)
gt = : :

Die FunktionU(r) wird Potentialgenannt. Krafte hei3ekonservative Kréaftewenn sie, wie die
Gewichtskraft ein Potential besitzen, so daf? die von ihnen geleistete Arbeit nur vom Anfangs- und
Endpunkt der Bewegung abhangt und nicht von dem Weg, der dabei zurtickgelegt wird. Neben
der Gewichtskraft besitzt auch die Federkraft ein Potential. Eine Feder mit der Federkoastante
hat die potentielle Energie

C
U= E% (2.33)

Dabei istsy der Federweg, die Verlangerung oder Verkirzung der Lange der entspannten Feder.
Unter der Federkonstanteversteht man das Verhéltnis der dehnenden Kraft zur Dehnung.
2.6.5 Massentragheitsmoment

Dreht sich ein Massenpunkt der Masaém Abstandr um eine Rotationsachse, so gilt fur den
Wegs = ¢r und fiir die Geschwindigkeit=$ = ¢r = wr, wobeiw = ¢ die Winkelgeschwindig-
keit bezeichnet. Fur die kinetische Energie gilt dann:

1 2

1
T= Emv’- = Smien)?”. (2.34)
Fir ein System von Massenpunkten der Massengilt:
n 2 n
I (or ) A 2
T= =— ) rrm. (2.35)
2z 22

Bei dem Vergleich einer gradlinig bewegten Masse entspricht die Masse bei der Rotation die Sum-
me:

n

J= _erizm =mr2. (2.36)

Sie wirdMassentragheitsmomegénannt.
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2.6.6 Rotationsenergie

Ein rotierender Korper besitzt auf Grund der Geschwindigkeit seiner einzelnen Massenelemente
Bewegungsenergie, aus den GleichungeB4 und .35 folgt:

1
Tiot = E,J(JL)27 (2.37)
die in diesem Fall alRotationsenergibezeichnet wird. Wobeél,; die Energie des rotierenden
Korpers,J das Massentragheitsmoment undie Winkelgeschwindigkeit bezeichnet.

2.6.7 Drehimpuls

Der Drehimpul eines Korpers ist definiert als das Produkt aus seinem Tragheitsmdmedt
seiner Winkelgeschwindigkeit:
D = Jw. (2.38)

Ein Korper, auf den kein Drehmoment einwirkt, behalt seine Winkelgeschwindigkeit bei, d.h. als
Gesetz von der Erhaltung des Drehimpulses formuliert:

Der Drehimplus eines abgeschlossenen Systems, d.h. ohne Einwirkung &uf3erer Dreh-
momente, ist konstant.

2.6.8 Translation und Rotation

Wenn jede beliebige Gerade, die zwei Punkte eines starren Kdrpers verbindet, wahrend der Be-
wegung ihre Richtung beibehélt, so fuhrt der Kérper eine rénaaslationaus. Bei einer solchen
translatorischen Bewegung, bewegen sich alle Punkte des Kdrpers auf kongruenten Bahnen, so
daf die Beschreibung der Bewegung eines Punktes genlgt.

Wenn ein Punkt des starren Korpers festgehalten wird, kann der Kérper nur noch eirRotine

tion um diesen Punkt ausfuhren.

Meist ist es zweckmaRig, die allgemeine Bewegung als eine Uberlagerung einer Translation mit
einer Rotation zu beschreiben.

Die ebene Bewegung des starren Korpers wird beschrieben durch die Translation eines beliebi-
gen Bezugspunktdd, der eine Rotation um den Bezugspunkt Giberlagert ist. Die Translation des
Bezugspunktes kann auf einer beliebigen Bahnkurve erfolgen. Die Rotation um den Bezugspunkt
erfolgt mit der Winkelgeschwindigketb um den Bezugspunkt, wobei jeder Punkt des starren
Kdrpers eine Kreisbewegung um den Bezugspunkt ausfihrt. Die Geschwindigkeit eines beliebi-
gen Punkte® setzt sich zusammen aus einem translatorischen Agtgd und dem rotatorischen

Anteil vy

Virans  die Bahngeschwindigkeit des Bezugspunies
Viot  die Bahngeschwindigkeit der Kreisbewegung Wauf
einem Kreis mit dem Radiusum den Bezugspunkd.

Die beiden Anteile/rans undvye sind vektoriell zur Geschwindigkeitdes Punkte® zu Uberla-
gern.
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Die kinetische Energie setzt sich aus einem translatorischen und rotatorischen Anteil zusammen.
Als Bezugspunk® sind der Schwerpunkt oder ein momentan in Ruhe befindlicher Punkt des
Kdrpers zugelassen. Fur die kinetische Energie bei der Bewegung eines starren Korpers gilt:

1 1
T = Trans+ Trot = Em\z&-i- iJA(A)Z (2.39)

Die Analogie zwischen Drehbewegung eines Korpers um eine feste Achse und der eindimensio-
nalen Bewegung eines Massenpunktes wird in der folgenden Tabelle noch einmal verdeutlicht:

Ort X Drehwinkel ¢
Masse m Tragheitsmoment J
Geschwindigkeit v=x Winkelgeschwindigkeit w= ¢
Impuls mx Drehimpuls Jw
Kraft F Drehmoment M
kinetische Energie  2mx? %2
Bewegunsgleichung mx = F Jo=M

2.6.9 Energieerhaltungssatz

In vielen Féllen ist die auf einen Massenpunkt wirkende Kraft eine Summe von Kréften verschie-
dener physikalischer Ursachen, von denen die einen ein Potential besitzen, die anderen nicht. Die
Kraft wird demgemaf eingeteiltin konservative wigsipativeKrafte:

F= I:kon + I:dis- (2-40)

Die Summe aus potentieller Energleund kinetischer Energi€ ist die EnergieE des Massen-
punktes. Sind alle Krafte konservativ gilt der Energieerhaltungssatz:

T+U=E (2.41)

die Summe aus kinetscher Energie und potentieller Energie ist konstant und gleich
der Gesamtenergie E

Energie ist hier immer mechanische Energie, potentielle, kinetische und Rotationsenergie. Dissi-
pative Krafte fuhren mechanische Energie in andere Energieformen Uber. Im folgenden werden
nur Kréfte betrachtet, die ein Potential besitzen.

2.7 Zwangsbedingungen

In den meisten mechanischen Systemen treten Nebenbedingungen auf, die dem Bewegungsablauf
des Systems geometrische Einschrankungen auferlegen. Durch die Nebenbedingungen oder auch
als Zwangsbedingungen bezeichnet, wird die Zahl der Freiheitsgrade zwar geringer, aber in den
Bewegungsgleichungen sind nun auch die Zwangskréfte einzusetzen, die fur die Einhaltung der
Nebenbedingungen sorgen.
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2.7.1 Generalisierte Koordinaten

Alle Grol3en, die die Konfiguration einer mechanischen Anordnung kennzeichnen kénnen, wer-
den generalisierte Koordinatgngenannt. Ein Massenpunktsystem voMassenpunkten, das
Nebenbedingungen geniigen muf3, hat genaudn —r Freiheitsgrade. Statt den¥artesischen
Koordinaten werderf generalisierte Koordinaten verwendet, die durch keine Nebenbedingungen
eingeschrankt werden. Die meisten Probleme der Mechanik lassen sich in anderen als den karte-
sischen Koordinaten wesentlich leichter I[6sen.

Generalisierte Koordinaten kdnnen unterschiedliche Bedeutung haben, wie Abstande, Winkel
usw., es sind dem jeweiligen Problem optimal angepaf3te KoordinatennBat@sischen Koor-
dinatenx;, die den Nebenbedingungen geniigen miissen, lassen sich als Funktionen der generali-
sierten Koordinaten darstellen:

Xj :Xj(qla"'aqfat) jzlv"'73n (242)

vektoriell
N =n(q., - ,qs,t) l=1,---,3n (2.43)

Die Zeitabhangigkeit ermoglicht den Ubergang auf bewegte Koordinaten.

2.7.2 Holonome Nebenbedingungen

Holonome Nebenbedingungen werden durch Gleichungen beschrieben, die die Systemkoordina-
ten und eventuell auch die Zeit miteinander verknipfen, sie lauten fir ein SystemMagsen-
punkten, deren Position durcin 8eneralisierte unabhangige Koordinatgriestgelegt ist:

fi(qlv"'vq?)nvt) =0 |:177k (244)

Die k unabh&ngigen holonome Nebenbedingun@#4 reduzieren die Zahl der Freiheitsgrade
einesn-Teilchensystems aufi3- k.

Allerdings kommen in der Natur auch Nebenbedingungen, die nicht in Form der Gleichungen
(2.44) geschrieben werden kénnen. Z.B wird ein punktférmiges Teilchen welches die Oberflache
einer Kugel mit Radius herunterrutscht abheben, wenn die Geschwindigkeit hoch genug, die
Zwangsbedingung lautet:

r’—R2>=0. (2.45)

Ungleichungen sind nur ein Spezialfall nicht-holonomer Nebenbedingungen, es gibt z.B. auch
nicht-holonome Einschrankungen, die sich nicht in holonome Form bringen lassen, da sie sich nur
in nicht integrierbarer differentieller Form schreiben lassen. Im folgenden werden nur holonome
Nebenbedingungen angenommen. Eine weitere Unterscheidung der holonomen Bedingungen er-
folgt durchrheonomézw. skleronomdedingungen.

Rheonom (flieRend) werden Zwangsbedingungen genannt, wenn sie die Zeit explizit enhalten.

Skleronom (starr) nennt man Zwangsbedingungen, wenn sie Zeitunabhangig sind.
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2.7.3 Bewegungsgleichung mit Nebenbedingungen

Bei der Existenz von Zwangsbedingungen kdnnen die Bewegungsgleichungen nicht
m& = R
sondern missen
m& = R+Z (2.46)

lauten. Dabei sindy undd Massen und Beschleunigungsvektor diésn TeilchensE ist die ein-

gepragte KraftZ; ist die Zwangskraft auf daste Teilchen, die die geometrische Einschrénkung
der Bewegung bewirkt, z.B. die Spannung des Fadens, der das Pendel eines Fadenpendels am

Ausbrechen hindert. Die Gro3e einer Zwangskraft isti.a. nicht bekannt.

Da Zwangskréfte in den Newtonschen Gleichungen aufgefiihrt werden missen, ist die rechneri-
sche Behandlung in der Praxis oft schwierig. Die im nachsten Abschnitt behandelten Prinzipien
der Mechanik, sind fur Systeme, die Nebenbedingugen unterworfen sind, besser angepalfit, da die

Zwangskrafte nicht mitgefuhrt werden.



Kapitel 3

Physikalische Prinzipien

Die Bewegung eines mechanischen Systems beruht auf Kraften und Momenten, die an seinen
einzelnen Teilkérpern wirken. Zur Ermittlung der Bewegungsgleichungen eines mechanischen
Systems gibt es prinzipiell zwei Mdglichkeiten.

Zum einen die synthetische Methode, die auf den Newtonschen Gleichungen aufbaut, und zum
anderen die analytische Methoden.

Die synthetische Methode hat den Nachteil, daR die Zwangskrafte und -momente in Erscheinung
treten. Die Aufstellung der Bewegungsgleichungen mit verwickelten Nebenbedingungen ist im
Rahmen der Newtonmechanik nur sehr umsténdlich zu bearbeiten.

Mit Hilfe der analytischen Methode nach Lagrange werden die Bewegungsgleichungen tber ki-
netische und potentielle Energien des Systems aufgestellt. Dies hat den Vorteil, dal3 die Zwangs-
krafte von vornherein nicht beriicksichtigt werden missen. Die Bewegungsgleichungen kdnnen
somit ohne die Anwendung weiterer Prinzipien aufgestellt werden.

Die hier vorgestellten Prinzipien sind das Prinzip der virtuellen Verschiebung, das Prinzip von
d’Alembert und der Lagrangeformalismus Il.Art mit dem Ziel, das Problem der Berechnung von
komplizierten Nebenbedingungen, zu umgehen. So soll als Abschlul? dieses Kapitels noch das
Prinzip von Hamilton erwahnt werden, da es vor dem Prinzip von Langrange das historisch altere
ist.

Doch am Anfang steht das Prinzip der virtuellen Verschiebungen, die im Zusammenhang der an-
deren Prinzipien Vereinfachungen bei der Herleitung der Bewegungsgleichung mit sich bringt.
Aus den virtuellen Verschiebungen wird die virtuelle Arbeit definiert, welche eine Aussage uber
den augenblicklichen Bewegungszustand des mechanischen Systems gibt, den man sich als mo-
mentan eingefroren vorstellen kann. Die wichtigen Aussagen von d’Alembert tGber die virtuelle
Arbeit und der Zwangskréafte fuhren zur Ableitung der Langrangeschen Gleichungen.

Das d’Alembert-Prinzip ist ein Axiom Uber die Natur der Zwangskrafte und ermdéglicht den besten

Einstieg in die Langrangesche Mechanik. Die d’Alembertgleichung enthélt keine Zwangskrafte
und wird zur Bestimmung von Kraften und Gleichgewichten benutzt.

21
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Der Lagrangeformalismus ist Problemen mit Nebenbedingungen in idealer Weise angepal3t und
liefert im allgemeinen den schnellsten und einfachsten Weg zur Aufstellung von Bewegungsglei-
chungen.

Das Prinzip von Hamilton sagt aus, daf} die Differenz aus kinetischer Energie und potentieller
Energie integriert Uber einen Bewegungsablauf ein Extremum annehmen muf3. Im Gegensatz
zum Prinzip der virtuellen Arbeit, das eine Aussage Uber einen momentanen Bewegungszustand
erlaubt, gilt das Prinzip von Hamilton flr einen gesamten Bewegungsablauf.

3.1 \Virtuelle Verschiebung

In (2.26) wurde die Arbeit als Produkt aus einer Verschiebdngnd der in Richtung der Verschie-

bung wirkenden Kraftkomponente definiert. Um den Arbeitsbegriff auch auf Probleme der Statik
anwenden zu konnen, bei denen keine Verschiebungen auftreten, und um die Zwangskrafte eines
bewegten Systems, die von den Nebenbedingungen hervorgerufen werden, zu ermitteln, werden
virtuelle Verschiebunge® mit folgenden Eigenschaften definiert:

e Virtuelle Verschiebungen bzw. Verdrehungen sind infinitesimal klein und kénnen wie Dif-
ferentiale werden.

e Virtuelle Verschiebungen bzw. Verdrehungen missen mit den geometrischen Bindungen
des Systems, den Nebenbedingungen, vertraglich sein.

e Sie sind zeitlosk = 0), d.h. unendlich schnell, nur gedachir{uell), sie stimmen nicht mit
der Lageveranderung wahrend der wirklichen Bewegung uberein.

Bei skleronomen Nebenbedingungen sind wirkliche und virtuelle Verschiebungen gleich. Bei
rheonomen Zwangsbedingungen besteht ein Unterschied zwischen wirklichen und virtuellen Ver-
schiebungen.

Die virtuelle Arbeit einer Kraftist das skalare Produkt aus der Kraft und der virtuellen Verschie-
bung des Kraftangriffspunktes:
AW =Far, (3.1)

analog dazu wird digirtuelle Arbeit eines Momentiefiniert:

AW = Md§. (3.2)

Zu beachten ist, dal3 die virtuellen Verschiebungen mit den geometrischen Bindungen vertraglich
sein mul3. Wenn eine virtuelle Verschiebung eines Systems moglich sein soll, mul3 es mindestens
einen Freiheitsgrad haben.

Far das Aufschreiben der virtuellen Verschiebun@érines Kraftangrifispunktes bietet sich fol-
gender Weg an.
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Die Komponenten des Ortsvektaider die Lage des Kraftangriffspunktes in einem festen Koor-
dinatensystem beschreibt, werden in Abhangigkeit vonfdemabhangigen generalisierten Koor-
dinateng; formuliert.

Da eine virtuelle Verschiebung wie ein Differential behandelt werden darf, ergibdsidann
formal nach:

f
or

P T -~ v=y T 3.3

(Q1,02, - ,0f) i;aqiéqu (3.3)

Die generalisierten Koordinatap missen voneinander unabhéangig sein, dementsprechend sind
auch beliebige voneinander unabhéngige virtuelle Verschiebultgemdglich.

Diese Formulierung mit Hilfe der generalisierten Koordinaten wird zur Herleitung der Lagrange-
Gleichungen von Bedeutung sein.

3.2 d'Alembert

Es gibt Probleme der Mechanik, die allein mit Hilfe der Newtonschen Gleichungen nicht behan-
delt und geldst werden kdnnen. Es wird ein Verfahren gesucht, um fir einen Massenpunkt, dessen
Bewegungsfreiheit gewisse Bindungen und Einschrankungen unterworfen ist, die Bewegungsglei-
chungen aufzustellen. Ein solches Verfahren wird das d’Alembertsche Prinzip bereitstellen.

3.2.1 Bewegungsgleichung von d’Alembert

Die eingepréagte Kraff, eines in seiner Bewegungsfreiheit eingeschrankten Massenpunkt ist un-
abhangig von denen, die durch die Nebenbedingungen hervorgerufen werden. Da der Massen-
punkt dieser Kraft nicht frei folgen kann, stimmem& und R, nicht tiberein. lhre Differenz ent-
spricht einer durch die Nebenbedingungen verursachten ZwangBkrafe wird mit Hilfe von
Gleichung 2.46) definiert durch die Gleichung:

F,=md—FR. (3.4)

Bei geflhrten Bewegungen gibt es Anteile der eingepragten Krafte, die sich nicht in Beschleuni-
gung umsetzen, sondern von den Reaktionskréaften bzw. den Widerstandskraften im Gleichgewicht
gehalten werden.

In die Formeln des dynamischen Grundgesetzes bei konstanter Masse m :

. d(v)
F=m—1+

dt
mussen bei geflihrten Massen und auftretenden Bewegungswiderstanden alle eingepragten Kréfte,
die Zwangskrafte und die Bewegungswiderstande eingesetzt werden:

—ma, (3.5)

Fe+F,+Fy = mé. (3.6)

Diese Gleichung liefert in der Form:
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R A (3.7)

eine elegante Strategie fur das Aufschreiben der Bewegungs-Differentialgleichung:

e alle Kréafte freilegen. Ein wichtiges Werkzeug bei der Aufstellen von Bewegungsgleichun-
gen in der Mechanik ist das Schnittprinzip. Die auf einen Massenpunkt wirkenden Kréfte
werden dadurch freigelegt, dafd seine Bindungen freigeschnitten werden,

e alle eingepragten Krafte antragen.,

e alle Zwangskrafte (Reaktionskrafte) infolge auf3erer Bindungen und Fihrungen antragen,
die durch das Freischneiden sichtbar werden,

e antragen der Bewegungswiderstande , z.B. Gleitreibung, Rollreibung, Luftwiderstand. Be-
wegungswiderstande sind immer entgegen der tatsachlichen Bewegungsrichtung anzutra-
gen.

e die Massenkrafte-md (d’Alembertsche Kréfte) antragen.

Danach kénnen die Gleichgewichtsbedingungen, wie in der Statik, aufgeschrieben werden.

3.2.2 Prinzip der virtuellen Arbeit

Zwangskrafte leisten unter bestimmten Umstanden keine Arbeit. Zum Beispiel wird bei einer auf
einer Tischplatte liegenden Kugel die Zwangskraft die Wirkung der Schwerkraft kompensieren,
aber keine Beschleunigung und Bewegung der Kugel in der Ebene verursachen. Die Zwangskraft
steht senkrecht auf der Bahnkurve. Da virtuelle Verschiebungen mit den geometrischen Bindungen
des Systems vertraglich sein miissen, gibt es nur eine virtuelle Verschiebung auf der horizontalen
Ebene. Die Zwangskraft steht senkrecht zur virtuellen Verschiebung. Die Natur der Zwangskréfte
ist derart, dai3 sie keine virtuelle Zwangsarbeit verrichten.

Diese Art von Uberlegungen fiihren zum d’Alembertschen Prinzip auch Prinzip der virtuellen
Arbeit genannt:

Bei virtuellen Verschiebungen leistet die Zwangskraft keine Arbeit

W = K& = (md — F)oF = 0. (3.8)

Dies ist eine Annahme, die zwar plausibel gemacht, aber nicht aus den drei Newtonschen Axio-
men abgeleitet werden kann. Gleichurdgg] ist ein eigenstéandiges Axiom der Mechanik. Es
beruht auf der Erfahrung, dal Zwangsflachen, Achsen, Stangen, Faden usw. ein System nicht
beschleunigen oder aufschaukeln, d.h. keine Zwangsarbeit leisten.
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Die virtuelle Arbeit Iaf3t sich mit3.3) schlief3lich in folgender Form aufschreiben:

Muﬁ&_ﬁi<i)@_a (3.9)

Dieses Prinzip kann nun verwendet werden, um die Zwangskraft zu bestimmen.

Beispielsweise ergibt die virtuelle Arbeit der Kugel auf dgr-Ebene der Tischplatte:

Die Nebenbedingung fur die Bewegung der Kugel ist:
z=0, (3.11)
daraus folgt
z2=0 und oz =0. (3.12)

Dain diesem Fall die einzige wirkende Kraft die Schwerkraft ist, gilt fir die Komponenten
Foy=0, Ry =0 Fy=-mg (3.13)

und Gleichung3.10 vereinfacht sich zu
mMX&X + mydy = 0. (3.14)

Da die Komponenten der virtuellen Verschiebung frei wahlbar sind, verschwinden die Komponen-
tenmx undmy.
Werden diese Beziehungen in die Definitionsgleich@my(der Zwangskraft eingesetzt, ergibt
sich fur diese Kraft:

F, = —F = (0,0,mg). (3.15)

Die Zwangskraft kompensiert genau die auf der Kugel wirkenden Schwerkraft, so daR diese krafte-
frei auf der Tischebene liegt.

3.2.3 d’Alembert und Newton

Das d’Alembertsche Prinzip ermdglicht die Behandlung von Problemen, fur die die Newtonschen
Axiome nicht ausreichen. Wenn jedoch keine Nebenkréfte enthalten sind, fihren das d’Alembertsche
Prinzip und die Newtonschen Axiome auf dieselben Bewegungsgleichungen.

Da die virtuellen Verschiebungen beim Fehlen jeder Bedingungsgleichung beliebig, von Null ver-
schieden, gewahlt werden kénnen, fuhrt die Gleichih§) zu :

mé—F = 0. (3.16)

Das Newtonsche Bewegungsgesetz ist somit als Spezialfall in GleicB8@fithalten.
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3.3 Lagrange
Gesucht sind Bewegungsgleichungen, die nach Art und Anzahl genau den Freiheitsgraden des
Systems entsprechen und in denen Zwangskrafte und Nebenbedingungen nicht mehr vorkommen.

Das Prinzip von Lagrange, die Lagrangegleichungen Il.Art, werden genau dieser Forderung ge-
nidgen und bilden den Ausgangspunkt der formalen Weiterentwicklung.

Beim Aufbringen einer virtuellen Verschiebudg die mit den Zwangsfihrungen vertraglich sein
muRB, leisten die, senkrecht zu den Fiihrungen gerichteten, Zwang$kriéiae virtuelle Arbeit.
Ausgehend von diesem Prinzip von d’Alembert werden nun die Lagrangeschen Gleichungen ent-
wickelt.

3.3.1 Lagrangesche Bewegungsgleichung

In einem System von Massenpunktem; mit f Freiheitsgraden, dessen Lage eindeutig ddrch
generalisierte Koordinatey) beschrieben werden kann, gilt das Prinzip von d’Alembert:

n

W = Z(ma Fue)

= ém&éﬁ —ii IE;,ea_"i

= MW, - MW = O (3.17)

Der erste Term in (3.17), die virtuelle Arbeit der Massenkréfte, 13t sich ndt3) folgenderma-
3en umformen:

WMNn = _ima&i

= Zm&( & + - +aqijéq,+ +—6qf>

- 3 ymag (3.18)
j=1i

mv, (3.19)
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Die kinetische Energie hangt folgendermalend, zusammen:

Fur die Geschwindigkeitsvektoren der Massenpunkte gilt 8a8) (

Vi = (:;' ig;'] ' (3.20)
daraus folgt fur die partielle Ableitung vai nachgj:
% _ %' (3.21)
Fur die partielle Ableitung der kinetischen Energie ngghzw. d; gilt:
% _imv%, (3.22)
A A 62
Die weitere Ableitung des Ausdruck3.23 nach der Zeit ergibt:
&) = Zmae 5™ ()
AT o2

d.h es gilt:

g(‘h]) oaj Z (829

Damit ergibt sich fur die virtuelle Arbeit der Massenkréfte mit Hilfe der kinetischen Energie fol-
gende Umformung:

3 (5(5) -5
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Der zweite Term in (3.17), die virtuelle Arbeit der eingepragten Krafte, lait sich i3] fol-
gendermalRen umformen:

aNe = _iﬁ,ea‘i

= i;ﬁ,e<a&h+“'+a&h+ —I-&]f&h)
L & . .

- By g s o

= Qidy1 +--- +Qj&qj +-- + Qs & (3.27)
f

= _ZleéqJ', (3.28)
J:

wobei ] 5
Qﬁ;mi (3.29)

die sog.generalisierten Krafteind.

Die generalisierte Kraf@; ist der tber die Zwangsbedingung wirkende Anteil der angreifenden
Kraft.

Die virtuelle Arbeitd\; kann also aus dem Produkt der eingepragten Kraften mit den virtuellen
Verschiebungen der Kraftangriffspunkdg oder dem Produkt aus den generalisierten Kra@en
und den virtuellen Verschiebungén; berechnet werden.

Wenn die eingepragten Krafte ausschliel3lich Potentialkrafte sind, wie es in der Mechanik meistens
der Fall ist, kann die virtuelle Arbed\. entsprechend(32 mit —8U modifiziert werden:

Y
W = - = ——&; 3.30
Fur die generalisierten Kréfte giltin diesem Fall:
AR 0 AU or oJ
R - - =t - _= 3.31
N 4 o, i; ori 0q; oq; (831

3.3.2 Lagrangesche Gleichung 2.Art

Mit den Umformungen der virtuellen Arbeit der Massenkr@ité, und eingepragten Kraf@\j
ergibt sich nun fur die gesamte Arbeit:
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W = Wy —MWe

-3 (G(&) 7)) -e)=

) (3.32)

Da die f virtuellen Verschiebungedr; unabhangig voneinander sind, kann diese Gleichung nur
erfullt sein, wenn die Klammer fur jeden einzelnen Summanden verschwindet.

Das fuihrt zu einer Vorstufe déagrangeschen Gleichungen I1.Art

d /odr oT
iila) m o 1o 239
Die f Gleichungen gelten fur ein System mit f Freiheitsgrade, dessen Lage durch
genau f generalisierte Koordinaten beschrieben wird. T ist die kinetische Energie
des Gesamtsystems, die generalisierten Kraftkd@nen nach3.29 aus den einge-

pragten Kraften und den Ortsvektoren ihrer Angriffspunkte oder bei Potentialkraften
aus der potentiellen Energie nacB.81) berechnet werden.

Die eigentlichen Lagrangeschen Gleichungen Il.Art werden erlangt, wenn nur Kréfte mit einem
Potential zugelassen sind. Denn wenn ausschlief3lich Potentialkrafte wirken, kann Gleichung
(3.3)) in die Gleichungen3.33 eingesetzt werden:

d /oTr Jar  oJ

o) @ ta - O 339
Q_dT—W)_dT—W _
m( % % 0. (3.35)

Da die potentielle Energie nicht von den generalisierten Geschwindiglgitainhangt und bei
der partiellen Ableitung keinen Anteil liefert, kann sie auch in den ersten Term hineingezogen
werden.
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Die Lagrangeschen Funktionist die Differenz zwischen kinetischer Enerdiaund Potentieller
EnergieU. Mit der Definition der Lagrangeschen Funktion:

L:=T-U (3.36)
erhalt man die

Lagrangesche Gleichungen II.Art:

d /ad oL
—(—=)-=—==0. j=1,---,f. 3.37
dt (0%') aq; J 337

3.3.3 Lagrange mit Reibung

In der Form 8.37) kdnnen die Lagrangegleichungen keine Reibung beschreiben, da Reibungs-
fréfte nicht aus einem Potential abgeleitet werden konnen. Die Lagrangegleichungen werden in
diesem Fall, um die generalisierten Kra@g erweitert, die kein Potential besitzen:

d /oL oL
—(=—)-=—-0Q;=0. j=1,---,f. .
Zur Aufstellung der Gleichungen miissen die kartesischen ReibungdRyafi€den Gleichungen
(3.29 in generalisierte Kraft€; umgerechnet werden.

3.3.4 Hamilton

Weitere Einsichten in die Prinzipien der Physik liefert das Prinzip von Hamilton. Vorweg sei er-
wahnt, daf? dieses Prinzip auch bekannt istPaiszip der kleinsten Wirkung

In Anlehnug der Naturvorgénge bedeutet das, dal? diese Vorgange auf moglichst einfache Gesetze
zuruckzufiihren sind. Neben der Einfachheit gilt das 6konomische Prinzip: Die Natur sucht unter
allen denkbaren Bewegungen diejenige aus, die ihr Ziel mit der kleinsten Wirlenrgicht.

Wie bei einem einzelnen Massenpunkt, so spricht man auch bei einem Massenpunktsystem von
einer Bahnkurve und meint damit, die durch die Funktioggt beschriebene Kurve in dem ab-
straktenf—dimensionalen Konfigurationsraum der generalisierten Koordirgaten

Das Hamilton-Prinzip sagt nun, daf? die wirkliche vom System durchlaufene Bahrduirvee-
geniiber anderen denkbaren Bahnkurggh) dadurch gekennzeichnetist, daf3 fiir sie das Integral

17]
W= [ Lacaotat (3.:39)
5]

einen Extremwert, meistens ein Minimum, annimmt, also

17]
W=/ Ldt=0 (3.40)

t
gilt. W ist die Wirkungsfunktion.
Die Aufgabenstellung in der Variationsrechnung lautet: Suche die Kagvdie das IntegradbVv

Die Wirkung ist eine GroRRe der Dimension: Energie x Zeit
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zu einem Extremum macht. Wie beim d’Alembertschen Prinzip die virtuellen Verschiebungen
exakt definiert wurden, so muss hier genau festgelegt werden, welche Vergleichshgfihen
zugelassen werden:

e Alle Bahnen gehen durch den gleichen Anfangs- und Endpunkt,

Gts) = oklta), S(ti) = O
ql’;(tz) = ok(t2), k() = O (3.41)

e Die Vergleichsbahnen missen zur realen Bahn benachbart sein, generalisierte Koordinaten
bzw. generalisierte Geschwindigkeiten diirfen sich nur wenig unterscheiden,

Get) = at)+da(t),
Q’E(t) = )+ Saok(t) = &(t)+ Ok () (3.42)

e Der Vergleich wird bei fester Zeit durchgefihrt

& =0. (3.43)

Mit Hilfe der Variationsrechnung und dem Hamilton-Prinzip folgt, daf? die realen, in der Natur
verwirklichten Bahnen den Lagrange Gleichungen Il.Art

oL d /oL
o (E) =0 (3.44)

genuigen mussen. In der Variationsrechnung werden diese GleichiuenLagrangeschen
Gleichungerdes Variationsproblems genannt.

3.4 Zusammenfassung

Mit Hilfe des Lagrangeformalismus erh&hlt man nun eine Gebrauchsanweisung zur Aufstellung
und Berechnung der Bewegungsgleichung:

e Bestimme die kinetische Energie und die potentielle Energid des Gesamtsystems in
Abhangigkeit von geeigneten unabhangigen generalisierten Koordinaten.

e Bestimme die Lagrangefunktidn=T —U

e Stelle die Lagrangegleichunge® 87 auf. Diese Gleichungen sind ein System vobif-
ferentialgleichungen 2.0rdnung.

e Berechne did Funktioneng;

Die Lagrangegleichungen II.ArB(37) sind zur d’Alembertgleichung3(8) aquivalent. Die ent-
scheidenden Schritte zur Herleitung der Gleichun@87 bildete die Darstellung der virtuellen
Verschiebungx mit Hilfe der unabhébgigen generalisierten Koordinaggnund die Herleitung
der generalisierten Kraft®; aus Potentialen.

Weiterhin sind Lagrangegleichungen aus dem Hamilton-Prinzip herleitbar. Hier sollte nur die Er-
wahnung dieses Prinzips genugen. Doch fur die theoretische Physik ist das Wirkungsprinzip die
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kirzeste Zusammenfassung von Naturgesetzen und deswegen besonders geeignet, Aussagen all-
gemeiner Art, z.B. Erhaltungsséatze, abzuleiten.

In den Lagrangegleichungen sind Nebenbedingungenund Zwangskréfte eliminiert. Die Lagrange-
gleichungen gelten nur fir holonome Zwangsbedinungen und fur Kréfte, die aus einem Potential
abgeleitet werden kénnen. Dies bedeutet insbesondere, dal3 keine Reibung auftreten darf.

In Kapitel V werden die Lagrangegleichungen verwendet um die Bewegungsgleichungen einiger
physikalischer Systeme aufzustellen.



Kapitel 4

Numerische Integration

Das Aufstellen einer geschlossenen Losung der Bewegungs-Differentialgleichung ist nicht immer
moglich. Glucklicherweise treten die nichtlinearen Probleme im allgemeinen als Anfangswert-
aufgaben auf, d.h. an einem bestimmten Punkt, in der Regel am Anfang der Bewegung, sind
alle interessierenden Groé3en bekannt. Fur diese Probleme stehen numerische Methoden zur Ver-
flgung, welche hinreichend genaue Naherungswerte der gesuchten Lésungsfunktionen liefern.
Einige dieser Verfahren sollen hier vorgestellt werden.

4.1 Anfangswertproblem

Die Idee der numerischen Integration und einiger Integrationsmethoden sollen am einfachsten An-
fangswertproblem dargestellt werden. Hierbei geht es uniAdéangswertproblem (AWP) 1.0rd-

nung

Gegeben ist die Differentialgleichung 1.0rdnung:

Y (X) = f(X yx) 4.1)

Gesuchtist eine Losung=y(x) auf einem Intervall = [xo,X,], die eine bestimmte Anfangswert-
bedingung erfuillt:

y(Xo) = Yo (4.2)

4.1.1 Integral des AWP

Beide Seiten der Differentialgleichung.) werden uber das Intervaly,x1] integriert:

X1

’ )/(x)dx:/xk+1 f(x,y(x))dx (4.3)

Xi

33
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Das Integrationsintervall der Differentialgleichung wird in ein Gitter

Xo < Xp <X < ...<Xn (4.4)

zerlegt mit den lokalen Schrittweitdm:= %1 — X. Nach dem Fundamentalsatz der Differential-
und Integralrechnung gilt:

Yiea) =0+ [ Fxy00)dx *5)

Gesucht sind nun an den diskreten Gitterpunkiedddherungswertg fur die exakten Lésungen
y(xi). Da auf der rechten Seite der Gleichuddd] die im Integranden enthaltene Funktig(x)
nicht bekannt ist, muf3 das Integral naherungsweise geldst werden.

Allgemein kdnnen Systeme von Differentialgleichungen betrachtet werden. Dann sid)in (
y,y' und f als Vektoren zu betrachten:

y]_(X) fl (X7 Y1,¥2,... 7yn)
yz(X) f2 (X7 Y1,¥2,... 7yn)

y= . ) f= . )
yn(X) fn (X7 Y1,¥2,... 7yn)

derenn Komponenten Funktionen vone R bzw. x undys, ...y, sind, und flryy aus @.2) gilt
Yo € R".

4.1.2 Ordnungsreduktion

Bei mechanischen Problemen kommen Differentialgleichungen oder Differentialgleichungssyste-
me vor, welche die zeitliche Anderung einer oder mehrerer ZustandsgroRen beschreiben. Auf-
grund des Newtons Bewegungsgeséta () sind diese Differentialgleichungen zweiter Ordnung.

Fur eine numerische Integration sollten Differentialgleichungen der Ordmung

YO ) = Fx (.Y Y () (4.6)

in n Differentialgleichungen erster Ordnung umgeformt werden, die nach den Ableitungen aufge-
I6st sind. Die Umformung geschieht durch Einfuhrung neuer zusatzlicher Variablen, meist sind
das all die Zustandsgrof3en, die das physikalische Problem sinnvoll beschreiben. Bei Bewegungen
sind das Auslenkung und zusétzlich die Geschwindigkeiten.
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Durch Einfuhrung der Hilfsfunktion :

zx) =y""Yx), (i=1....n) 4.7)

wird (4.6) auf ein aquivalentes System von Differentialgleichung 1. Ordnung

2 =2

L= (4.8)
Zn1 = Zn

2:1 = f(X7227"'7Zn)

zuruckgefuhrt. Damit lassen sich alle Verfahren zur Lésung von Anfangswertproblemen 1.0rd-
nung auch Probleme fur Differentialgleichungeter Ordnung anwenden.

Im folgenden werden die allgemeinen numerischen Integrationsmethoden beschrieben, mit denen
aus der Naheruny fur y(x¢) die folgende Naherung1 fur y(x;1) gewonnen werden kann.
Grundsatzlich lassen sich die Integrationsmethoden auf alle mechanischen Probleme anwenden.
Ausgegangen wird von einer Klassifikation der numerischen Methddl&8§.

4.2 Klassifikation der Methoden

Die numerischen Verfahren zur Lésung des Anfangswertproblems unterscheiden sich im wesent-
lichen nur dadurch, welche Methode zur ndherungsweisen Berechnung des Integtdsvier{
wendet wird. Die numerischen Methoden lassen sich folgendermal3en klassifizieren.

1. Klassifikation nach der Integrationsart

(a) explizite Verfahren
(b) Predictor-Correcter-Verfahren
(c) implizite Verfahren

2. Klassifikation nach Anzahl der Stitzstellen

(&) Einschrittverfahrefone-step methods)
(b) Mehrschrittverfahrefmulti-step methods)
(c) Extrapolationsverfahréextrapolation algorithms)

Explizit: numerische Integrationsmethoden werd@splizitgenannt, wenn zur Berechnung der
Steigungf; im Punktx; nur bereits bekanntg fur j =0,1,...,i — 1 benutzt werden.

Predictor-Correcter-Verfahren: sind Verfahren, die einen Néherungﬁ@grztunéchst im Predictor-
Schritt nach einem Einschrittverfahren oder Mehrschrittverfahren bestimmen. Der Predictor
yﬂl wird dann mit einenKorrector-Verfahren zwﬂl,yﬁl, usw. verbessert.



KAPITEL 4. NUMERISCHE INTEGRATION 36

Implizit: implizite Integrationsmethoden, verlangen die Losung einer impliziten Gleichung nach
dem unbekannten Naherungswget;. Implizite Verfahren benutzen bei der Ausfiihrung
des Integrationsschrittes Daten, die noch nicht berechenbar sind, die Ablgitundie
bekannteste Integrationsformel dieses Aufbaus isTdipezregel

w<+l +y1( h
2

Einschrittverfahren: diese Verfahren verwenden zur Berechnung eines weiteren Naherungswertes
Yk+1 hureinenvorangehenden Weyk. Das Polygonzugverfahren ist eine einfache Methode
dieser Art. Eine ganze Gruppe von Methoden bilden die Runge-Kutta-Verfahren und deren
Variationen.

Yier1 = Yk + (4.9)

Mehrschrittverfahren: diese Verfahren verwenderil,s > 1, vorangehende Werte
Vi—s,Yk—si1,---,Yk_1,Yk ZUr Berechnung eines Naherungsweytes. Adams-Bashfort und
Adams-Moulton sind bekannte Verfahren dieser Gruppe von Integrationsformeln.

Extrapolation: Oft ist ein gesuchter Grenzwert nicht direkt berechenbar, sondern es kénnen nur
Werte in der Nahe des Grenzwertes bestimmt werden. Diese Werte werden durch Extrapo-
lation verbessert. Bekannte Verfahren sind die Richardson-Extrapolation und das Verfahren
von Romberg.

Im folgenden werden die Einschrittverfahren, speziell das Runge-Kutta-Verfahren, vorgestellt,
welchen dann auch im Implementationsteil angewendet wird.

4.2.1 Taylor

Die Taylorsche Formel bildet die Grundlage fiir die Approximation der gesuchten Lésungsfunkti-
on:

Seil C Rein Intervallundf : 1 — Reine(n+1)—mal stetig differenzierbare Funktion.
Dann qgilt flrxg € | undx € |

(X—X0) +Rar1(x), mit (4.10)

R (X) = n—1| / “x—t)" ™ L@)dt  als Restglied. (4.11)
= JXo

Wird in der Taylor-Formel 4.10 das Restglied4.11) vernachlassigt, so erhalt man mit Schritt-
weiteh := X1 — X den N&herungsweyk.1 allgemein nach der Rechenvorschrift

Ykl = ; ﬁhi (4.12)
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y(x)

Abbildung 4.1: Polygonzugverfahren (Euler)

Ist h hinreichend klein und kénnen djd berechnet werden, so kann y(x) approximiert werden.
Sollen moglichst viele Terme zugelassen werden, so mul3 die gegebene Differentialgleichung dif-
ferenziert werden kdnnen.

Die Ableitungen der Differentialgleichung ergeben sich nach folgenden Gleichungen, die spater
auch zur Bestimmung der Runge-Kutta-Verfahren benétigt werden.

Nach der Kettenregel giit
y® = f(xyX)

VIX) = ot fuy f o+ (fy oty By + (it fyy ) T (4.13)
USW.

4.2.2 Euler

Da die Differentialgleichung4.1) im Punkt(xo,yo) mit dem Werty’ = f(x,y) die Steigung der
Tangente der gesuchten Losungsfunktion festlegt, besteht die einfachste numerische Methode zur
Behandlung des Anfangswertproblems darin, die Lésungskiixyém Sinn einer Linearisierung

U= & F(x (X))



KAPITEL 4. NUMERISCHE INTEGRATION 38

durch die Tangente zu approximieren (siehe Abb. Mit der Schrittweiten und den zugehdérigen
Gitterpunkten

X=X +kh — (k=12...) (4.14)

erhélt man sukzessive die Naheryndur die exakten Losungsweryé ) auf Grund der allgmei-
nen Rechenvorschrift:

Yo =Yethf(xcye),  (k=12...) (4.15)

Diese IntegrationsmethodEuler-Methodegenannt, benutzt in den einzelnen Naherungspunk-
ten (X,y«k) die Steigung des durch die Differentialgleichung definierten Richtungsfeldes dazu,
den néachstfolgenden Naherungswert; zu bestimmen. Wegen der anschaulich geometrischen
Konstruktion der Naherung wird das Verfahren auchRadl/gonzugmethodgezeichnet. Sie ist
offensichtlich sehr grob und kann nur fir kleine Schrittweitegute Naherungswerte liefern. Sie
stellt den einfachsten Reprasentanten eaxpliziten Einschrittmethod#ar, die zur Berechnung

der Naherung/.1 an der Stelle 1 = X« + h einzig den bekannten Naherungswgetan der
Stutzstellex, verwendet.

Dasverbesserte Polygonzugverfahren

ky = (X Yk)
2 = 0t Iy, (4.10)
Y+t = Yk +hko

erfordert die Auswertung der Funktidfx,y) an zwei verschiedenen Stellen in einem einzelnen
Schritt, es benutzt zur Berechnung wan; das Richtungsfeld im Hilfspunkk + %h,ykJr%) und

erzielt damit eine wesentlich bessere Anpassung der Losung an das Richtungsfeld der Differenti-
algleichung.

4.3 Fehlerordnung

Zur Beurteilung der Genauigkeit der Einschrittverfahren zur Losung eines AWBd4M3t sich
fur alle Verfahren folgende allgemeine Form angegeben :

Yk+1 :yk+hq)(xk7ykvh)v (417)

aus welcher bei gegebener Information,yx ) und Schrittweiteh der neue Naherungsweit, 1
an der Stellex.;.1 = X« + h zu berechnen ist® wird als Verfahrensfunktiodezeichnet. Jedes
Einschrittverfahren ist durch die zugehdorige Verfahrensfunktion eindeutig festgelegt.
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In jedem Schritt vorkx nachxy,1 bei der Approximierung vory 1 mit Hilfe der numerischen
Methoden werden drei Sorten von Fehler gemacht. Es wird unterschieden in Rundungsfehler, lo-
kaler und globaler Verfahrensfehler.

Der Einflul? delRundungsfehlavachst mit Anzahl der Rechenoperationen, also mit kleiner wer-
dender Schrittweitl, wahrend der Verfahrensfehler rhisbnimmt.

Als lokalen Abbruchfehler oder Diskretisierungsfera@rder Stelleg .1 wird die Differenz

1 = Y0r1) — Yk ) — hd (xi, (%), h) (4.18)

bezeichnet, er stellt die Abweichung dar, um welchen die exakte Losungsfugktjodie In-
tegrationsvorschrift in einem Schritt nicht erfullt. (g% ) bezeichnet die Ordnung des lokalen
Verfahrenfehlers. Der Diskretisierungsfehler riihrt vom Abbrechen der Taylor-Reihenentwicklung
her, er wird mit Hilfe des Taylor-Restgliede$.{1) abgeschatzt. Wird nach demGlied abgebro-
chen, ist der Abbruchfehler von der OrdnunhO!)

Als akkumulierter oder globaler Fehlen dem Gitterpunkty,1 wird die Differenz

i1 = Y(Xk1) = Ykr1 (4.19)

bezeichnet, der unter Beriicksichtigung aller vorhergehenden Fehler bei der Integration der Diffe-
rentialgleichung4.1) Uber|xp,X+1] entsteht. Ch%) ist die Ordnung des globalen Verfahrensfeh-
lers. Die globale Fehlerordnureg eines Verfahrens wird sicher erreicht, wenn die Losydgs

AWPs (ge +1)-mal stetig differenzierbar ist. Mit der lokalen Fehlerordnaggergibt sich fur die
globale Fehlerordnung: grundsatzlich

Js =05 —1. (4.20)

Das Euler-Verfahren besitzt z.b. die Fehlerordnung 1, das verbesserte Polygonzug-Verfahren be-
sitzt die Fehlerordnung 2 und das im nachsten Abschnitt behandelte Runge-Kutta Verfahren besitzt
die Ordnung 4, obwohl der Rechenaufwand nicht wesentlich hoher ist.

4.4 Runge Kutta

Die wichtigste Klasse der Einschrittverfahren sind die Runge-Kutta-Verfahren. Die Idee der Ent-
wicklung einem-stufigen Runge-Kutta-Methode liegt darin, den Wert des Integrals aus Gleichung
(4.5) durch eine Formel zu approximieren, welche au$titzstellen

ElvEZv' .. 7Em
im Intervall ., Xk+1] mit zugehdrigen Integrationsgewichten beruht

Yi.¥25- -5 ¥Ym-

Die Lage der Integrationsstitzstell&nsowie die Gewichtg; sollen beliebig sein. Sie werden
spéater so bestimmt werden, dal3 das resultierende Verfahren eine mdglichst hohe Fehlerordnung
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besitzt.
Ein explizitesm-stufiges Runge-Kutta-Verfahren hat die allgemeine Form:

Vit = yi+h(yiki +y2kz... +Ymkn)

mit

ki(,yi-h) = f(x.yi (4.21)
kZ(Xi 7yi 7h) - f(xi +a2h7yi +821k1

ks(Xi,yi,h) = f(x +ash,yih(Bsiks +Bs2kz

km(Xi,Yi,h) = (X +amhyi +h(Bmki +Breke+ ... +Bmm-1Kkm-1)).

Die Koeffizienten werden bei gegebenemso bestimmt, dal® der lokale Diskretisierungsfehler
&1 eine bestimmte Ordnung annimmt. Dazu werdenlgim ® der Verfahrensfunktion suk-
zessiv in der Taylorreihe an der Steke entwickelt, um sie anschliessend g, ; einzusetzen.
Dadurch erhalt man fum;,3; undy ein System von nichtlinearen Bedingungsgleichungen, wel-
ches fur jede Lésung ein spezielles Runge-Kutta-Verfahren liefert.

Im folgenden Abschnitt wird das Prinzip der Herleitung vorstufigen Runge-Kutta-Verfahren

am Beispiel eines allgemeinen zweistufigen Verfahrens dargelegt. Die Entwicklung eines Verfah-
ren hoherer Fehlerordnung erfolgt analog.

4.4.1 Runge-Kutta 2.0rdnung

Ein zwei-stufiges Verfahren wird durch folgende algorithmische Form beschrieben:

kl - f(kayk)
ke = f(x+azhyx+PBahk)
Yerr = Ye+h(yike+yz2k2) = Yk +h® (X, Y, h). (4.22)

Der lokale Diskretisierungsfehler des zwei-stufigen-Runge-Kutta-Verfahrens ist gegeben durch:
A1 = Y(Xk+1) — Y(X) — (Yake +Y2ko)h. (4.23)
Far die Taylorentwicklung vol1 nachhinh=0
&1 = do+dih+doh? +... +dgh%+... (4.24)
werden die Parameter so bestimmt, dal? mdglichst viele Koeffizienten Null werden, so dal gilt:
&1 =0qh%+dg 1 h®™ ..., dq#0. (4.25)

Das bedeutet, daR? der lokale Diskretisierungsfehler proportiori@l .
Eine spezielle Forderung ist die Gleichung:

oz =, (4.26)
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da dann der Punkk +azh,yik +hB2ki) , derky bestimmt, auf der durctx,yx ) gehenden Geraden
mit der Steigund; liegt.
Die Entwicklung dek; undyy,4 in einer Taylorreihe erfolgt mit4.13 folgendermal3en:
ki = f(xy0w)=f (4.27)
ko = f(x+azhy(x)+azhf(xi,y(x)
1
= frophf+azhff, + Eaghzfxx

1
+a3h? f fuy + Eoéhzf2 fyy +O(h?)

mit
F o= f+ffy (4.28)
G = fut+2ffy+f2fy, (4.29)
gilt
_ 120 3
ky, = f+a2hF++2a2h G+0(h%). (4.30)
Flryx.1 giltin der Taylorreihenentwicklung:
1, 1.3 4
Vi1 =Yk + fh+ EFh +6Gh +0(h). (4.32)

Diese Entwicklungen il eingesetzt ergibt:

Bor = (W) (3 —YF I

1 1
+H(5 — 5382)G+F fy)h’ +O(h?).
Da gefordert wird, daf? moglichst viele Koeffizienten Null werden, gilt:
vi+y2 = 1
Vo2 = % (4.32)
Y2+B2 = 3

Da in der Taylorreihe fiid, 1 im Koeffizienten vorh?® ein Term vorhanden ist, der von den Para-
metern unabhé&ngig ist, erhalt man ein Verfahren der Ordnung 2.
Mogliche Losungen des Gleichungssysteth82 sind mit

vw=0 wv=1 oa;= %(: B2) das verbesserte Polygonzugverfahren
und mit
Y= yv=3, 0ox=1(=p) das Verfahrenvon Heun.

4.4.2 Runge-Kutta 4.0rdnung

Der Ansatz fur ein explizites vierstufiges Runge-Kutta-Verfahren enthélt in der verallgemeinerten
Form @.21) dreizehn Parameter

a2,B21,03,B31,B32,04,B41,B42,B43,Y1,Y2, Y3, Y4,
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zwischen denen wiederum die Relationen
k—1
Ok = Zl Bkjv(k =2,3,4) (4.33)
j:

gefordert werden. Wie im Fall der zweistufigen Runge-Kutta- Verfahren wird der lokale Diskre-
tisierungsfehler in einer Taylorreihe nach den Potenzen der Schrittweitéwvickelt. Folgende
wichtige Variante ist die historisch alteste Runge-Kutta-Methode, sie wirkladsische Runge-
Kutta-Methode vierter Ordnung bezeichnet

ki = f(x,Yk)

1 1
ko = f(xk+ 5h,yk + Ehkl)

1 1
ks = f(x+ Qh,yk - 5hkz)

ke = f(x+h,yk+hks)

1
Vir1 = yk+6h(k1 +2ko +2k3 +kg) (4.34)

Das Verfahren4.34) hat die Eigenschaft, dal3 die sukzessive Bestimmung der Steiglqngem
den unmittelbar vorangehenden Wert; bendtigt.

Nachteile des klassischen Runge-Kutta-Verfahréfswerden je Runge-Kutta-Schritt vier Funk-
tionsauswertungen vohdurchgefihrt, bei hdherstufigen sind es entsprechend mehr.

Vorteile des klassischen Runge-Kutta-Verfahredia Gegenlberstellung von Rechenaufwand und
Genauigkeitim Vergleich zu dem Euler-Verfahren, dem verbesserten Polygonzug-Verfahren
oder dem Verfahren von Heun zeigt, dal3 das klassische Runge-Kutta-Verfahren diesen Ver-
fahren unbedingt vorzuziehen ist.

Fir die explizitenm-stufigen Runge-Kutta-Verfahren mih < 4 ist die lokale Fehlerordnung
gs = m+ 1, die globale Fehlerordnumg = m moéglich. Firm > 4 ergibt sichge < m. Zu-
sammengefalit gilt fir die globale Fehlerordnamgtufiger expliziter Runge-Kutta-Verfahren:

m|1 2 3 45 6 7 89

|1 2 3 4 4 5 6 6 7
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Weitere wichtige Einschrittverfahren sind dak-Fehlberg Verfahren 4.0rdnung

kl - f(kayk)
1 1
ko = f(Xk+Zhyk+—hk1)
ks = f(x +3h +ihk+—hk2)
3 = 8 )Yk 3 1
1933h 7200 7296
ko = T hy"Jr219 - S1e7et 21070
439 3680 845
ks = f(Xk+hyk+216 1 — 8hko + mhl@—mhlq)
25 1408 2197 1
Y = Yeth(Grgha+ oekat 2oggke — ghe) (4.35)
und daKutta-Nystrom-Verfahren 5.0rdnung
kl - f(kayk)
ke = O+ Zhyic+ hky)
2 = Xk 3 » Yk 2
2 4
ks = fO&+2 hyk+ 5hk1+—hk2)
15
ke = f(Xk—|—hyk+ hkl——hkz-i——hkg)
6 O
ks = f(Xk+§h7yk+8 hkl—_hkz__ 3+—hk4)
4 6 10
ke = f(xk+—hyk+75hk1— hkz—l— hk3+—hk4)

23, 125 81 125
Ykt1 = yk+h(—k1+—k

192 ' 192 _Tsz 192"6) (4.36)

4.4.3 Schrittweitensteuerung

Es ist im allgemeinen nicht sinnvoll, mit konstanter Schrittweite, also aquidistantem Gitter, zu
rechnen. Es empfiehlt sich, die lokalen Schrittweiten an das lokale Verhalten der Lésung anzu-
passen. In Bereichen glatteren Verlaufs der Losung sollten verhaltnismaRig grof3e Schrittweiten
gewahlt werden, in Bereichen starker Anderung der Lésung verhaltnismaRig kleine Schrittweiten.
Eine Steuerung der Schrittweitenwahl ist Uber eine Fehlerschatzung maglich.

Es besteht darin, den lokalen Fehler einer verwendeten Methode A, mit Hilfe einer Methode B
hdherer Fehlerordnung zu schatzen. Ausgehend von einem Naherungsamestem Punkt, und

einer Schrittweitd, werden die Naherungswerte der beiden Methoden an dem Runkg +h
berechnet, und je nach Ausfall der Fehlerschétzung:

A B
8, —3a (4.37)

wird entschieden ob die Schrittweite zu verkleinern ist, um eine Genauigkeitsforderung zu er-
fullen, oder ob sie fur den folgenden Integrationsschritt vergroRert werden kann. Um mit még-
lichst geringem Aufwand zu arbeiten, mul das Verfahren héherer Fehlerordnung die gleichen
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ki-Werte verwenden, wie das Verfahren mit der niedrigeren Fehlerordnung. Die verbesserte Poly-
gonzugmethode(16 und dasRunge-Kutta-Verfahren dritter Ordnung

kl - f(kayk)
1 1
— = —hk
ko f(xk+2h,yk+2 1)
ks = f(x+h,yk —ki+2hks)

1
Ykt = Ykt éh(kl +4ko +-k3) (4.38)

erfillen z.B. diese Forderung.

4.4.4 Mehrschrittverfahren

Mit Einschrittverfahren wird der Naherungswegt 1 an der Stelle 3 = X +h allein auf Grund

des Naherungspunktes,yy) bestimmt. Im Gegensatz dazu verwendenMehrschrittverfah-

ren zur Berechnung vomy1 die vorhandene Information auch an vorhergehenden Stutzstellen
Xk—1,Xk—2,. .. ,Xk—m. Die Wertepaaréx;, f(x,y;)) furi = —m,...,0 bilden das Anlaufstiick zur
weiteren Berechnung. Die Werte vgrfir das Anlaufstiick sind entweder vorgegeben oder sie
werden mit Hilfe eines Einschrittverfahrens ndherungsweise berechnet. Widerum bildet die zur
Differentialgleichung aquivalente Integralgleichurgq den Ausgangspunkt. Die Funktioin

wird nun ersetzt durch eine interpolarische Quadraturformel bzw. durch das Interpolationpoly-
nom®, vom Hochstgraan an den Interpolationsstellgx , ;) fur j = j—m,... k ,und®y, wird

uber das Intervall,xc 1] integriert.

Z.B. liefert fir die Herleitung der Methoden véwams-Bashfort (ABJie Integration Ubelx , X1

Xic+1
Ykrt = Ykt / Dy (x)dx (4.39)
Xk

&0 — / Y R ()0 (4.40)

Xi

wobei qi/ﬁ) der lokale Verfahrensfehler ist, der bei der Integration unter Annahme entsteht, daf3
die Startwerte exakt sind.

Die historisch alteste Variante der Adams-Bashfort-Methode bezieht sich zur Berechnung des
Naherungswerteg. 1 auf die Information an den vier aufeinanderfolgenden Stutzstellenixk 2, Xk_1,Xk,
die linear kombiniert werden. Daher wird diese Methode von Adams-Bashfort als explizites, li-
neares 4-Schrittverfahreebeichnet. Eine offensitiche Eigenschaft der Methode besteht darin,

dafR pro Integrationsschritt nur eine einzige Funktionsauswertun(xQryk ) erforderlich ist, da

die vorhergehenden Wertg_;, fx_» und fi_3 bereits berechnet worden sind.

Im folgenden sind die Adams-Bashfort-Verfahrenfiie= 3,4,5,6 und die Ordnungs der
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zugehdrigen lokalen Verfahrensfehféﬁ) = O(h(gs))angegeben:

1
m=3, Qs=5: Yk = Y+ 2—4h(55fk —59f_1 +37f_2 —9fk—3)  (4.41)
1
m=4, (s=6: Ykl = Yk+ 7—20h(1901fk — 277461 +2616f_»
—1274f_3+251f_4) (4.42)
1
m=5 0qs=7: Ykra = Yk+ m)h(4277fk — 79231 +9982f_»
—7298f_3 +2877f_4 k) (4.43)
1
m=6, Js = 8: Ykra = Yk+ Moh(198721fk —447288k_1
+70554%_, —688256,_3 +40713%_4
—134472_5 +19087f_s) (4.44)

Fur die globale Fehlerordnur@(hd) gilt ge = g5 — 1.

Nachteil des Adams-Bashfort-Verfahreriss ist jeweils ein Anlaufstiick miin-+ 1 Wertepaa-

ren erforderlich, das mit Hilfe eines anderen Verfahrens bestimmt werden muf3. Dieses Verfahren
sollte aber von der gleichen lokalen Fehlerordnung sein, was z.B. durch entsprechende Runge-
Kutta-Verfahren gewahrleistet ware. Dieser Sachverhalt wirde daflr sprechen, das entsprechende
Runge-Kutta-Verfahren fur das ganze Intervall anzuwenden.

Vorteil des Adams-Bashfort-VerfahrenBa bei einem Adams-Bashfort-Schritt jedoch nur ein
neuer Funktionswerf; zu berechnen ist, gegenibefFunktionswerten bei einem Runge-Kutta
Schritt der Ordnungn, ist die Adams-Bashfort im Vergleich zur Runge-Kutta-Methode betracht-
lich schneller.

4.45 Stabilitat

Ein Algorithmus heif3stabil, wenn ein flr einen Rechenschritt zugelassener Fehler in den Folge-
schritten abnimmt oder von der gleichen Gré3enordung bleibt. Er hestatbil, wenn fur eine
beliebig grof’e Anzahl von Schritten die Naherungen von den gesuchten Werten unbegrenzt ab-
wandern, so dal3 die Losung total verfalscht wird. Die Ursachen flr eine Instabilitat kbnnen in
der Differentialgleichung selbst oder aber im numerischen Verfahren begriindet liegen. Im ersten
Fall wird die Schrittweite moglichst klein gesteuert. Im zweiten Fall kann die Instabilitat durch
die Wahl eines geeigneten Verfahrens vermieden werden. Mit grof3er Schritfweiied wenig
Rechenzeit bendtigt, aber die Genauigkeit leidet. Die Schrittweite sollte so grof3 wie moglich, aber
so klein wie notig eingestellt werden. In Abb.2 ist das Richtungsfeld fur die Differentialglei-
chungy = ay, die mit dem Polygonzugverfahren integriert werden soll, anit —3 dargestellt.

Far kleine Schrittweitex strebt die numerische Losung deutlich gegen die analytische Losung

y=Yoe .

Wird die Schrittweite zu grofl3 gewéahlt, dann wéchst die Losung Uber alle Grenzen, sie ist instabil
geworden. Bei Stabilitdtsbetrachtungen missen nichtlineare Gleichungen bei jedem Integrations-
schritt linearisiert werden. Diese MaRBhahmen kosten viel Rechenzeit. Wenn also Stabilitatsunter-
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>
x

instabil

— \\\ N7 — — —F
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\\\\\/////

Abbildung 4.2: Richtungsfeld fur die Differentialgleichugig="—3y

suchungen nicht unbedingt notwendig sind, wird man gerne probieren, indem man ein Problem
mit unterschiedlichen Schrittweiten berechné{989.



Kapitel 5

Physikalische Objekte

In diesem Kapitel werden die physikalischen Beispielobjekte beschrieben und deren Bewegungs-
gleichungen mit Hilfe der in Kapitel 1l und Kapitel 11l vorgestellten Formalismen aufgestellt.
Diese physikalischen Voraussetzung werden nun auf schwingende Systeme angewendet. Das ein-
fachste Schwingungssystem ist das einfache Fadenpendel mit einem Freiheitsgrad. Weitere hier
vorgestellte Systeme sind das Federpendel und das Doppelpendel. Es wird ein System von Dif-
ferentialgleichungen entwickelt, so daf3 diese von einem numerischen Verfahren zur Berechnung
der Pendelbewegungen verwendet werden kénnen.

5.1 Pendel

Von allen Schwingungsarten ist die harmonische Schwingung die wichtigst8§. Das kommt

daher, daf sich fast alle komplizierteren Schwingungsvorgange in der Physik und der Technik auf
sie zurtckfihren lassen.

Zur Beschreibung von Schwingungserscheinungen werden folgende Grof3en benutzt:

T Periode: zeitliche Dauer einer vollen Schwin-
gung

Y Frequenz: Schwingungsanzahl pro Sekunde.

w=2rv Kreisfrequenz

Ymax Amplitude: grolRte Auslenkung, d.h. die Entfer-
nung zwischen Nullage und Umkehr-
punkt.

y Elongation: Abstand von der Mittellage nach Ab-
lauf der Zeitt

Ein einfaches Pendel ist das mathematische Pendel, bei dem die Masse des Fadens vernachlassigt
und die Masse des Pendelkorpers als praktisch punktformig angesehen wird. Das Fadenpendel ist
ein klassisches Beispiel fur eine harmonische Schwingung. Fir kleine Auslenkungswinkel gilt ein
besonders einfacher Zusammenhang:

Die aufzuwendende Kraft ist proportional zur Elongation. Immer wenn ein lineares
Kraftgesetz vorliegt, heil3t die auftretende Schwinghagmnonisch

47
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Der zeitliche Verlauf einer Schwingung wird durch die Gleichung

Y = YmaxSin(wt) (5.2)

beschrieben.

5.1.1 Die Generalisierten Koordinaten des Pendels

Der Massenpunkt, der an einem Faden der Ldrgingt und unter der Wirkung der Schwerkraft
in einer vertikalen Ebene schwingt, muf3 die, in Zylinderkoordingtenz formulierten, Neben-
bedingungen

g = z=0 (5.2)
g2 = p-1=0 (5.3)

erfillen. Die Bewegung des Massenpunktes ist somit auf einen Kreis beschrénkt, so daf3 fir den
einzigen Freiheitsgrad sich als generalisierte Koordinate der Winkabietet.

Fg

Abbildung 5.1: einfaches Fadenpendel
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5.1.2 Die Bewegungsgleichung des Pendels

Nach der dynamischen Grundgleichung der Mechanik ist die tkrafer Beschleunigung pro-
portional, die ein Korper unter dem Einflul? vénerfahrt. Der Proportionalitatsfaktor ist die
(trage) Massen des Korpers. Bei einem Fadenpendel Abbist die Gewichtskraft der Pendel-
masse die einzige Kraft die vorhanden ist. Diese betragt:

Fg =mg (5.4)

Sie zeigt senkrecht nach unten, wobeiie Erdbeschleunigung ist. Doch es wird die rlicktreiben-
de Kraft is bendtigt, d.h. die Kraft, die das Pendel in die Ruhelage zurlckfuhrt. Die Bahn des
Pendels ist durch den Radiu®.z.w. durch die Lange des Fadens festgelegt. Durch die Kompo-
nentenzerlegung der Gewichtkraft in Richtung Bagrund in Richtung FadeR:, die nichts zur
Beschleunigung der Masse betragt, gilt fur die rlicktreibende Kraft:

Fs = Fgsina. (5.5)
Es gilt

die zweite Ableitung des Weges nach der Zeit ist die Beschleunigung, und das negative Vorzeichen
entspricht der Tatsache, dal die Kraft der Auslenkuegtgegengesetzt ist. Mit

a :3|—’ (5.7)

und der Gleichung3.4) folgt die Bewegungsdifferentialgleichung des einfachen Fadenpendels:

G— —|9 sina. (5.8)

Durch Einflhrung einer neuen Variabl¢wird aus der Differentialgleichund(8) 2.0rdnung ein
System von 2 Differentialgleichungen 1.0rdnung:

= ¢ (5.9)
é = —=sina. (5.10)

Diese Funktion kdnnen somit zur Integration einem numerischen Verfahren angeboten werden.
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Fiir kleine Werte vom ist sina ~ a. Fir die Differentialgleichung der Pendelschwingtifagt

y— —|9 (5.11)

sie hat mit Amplitude/max und Kreisfrequeneo = 2rtf die Losung

Y = YmaxSin(a) (5.12)

Insbesondere hangt die Schwingungsdaueines Fadenpendels nicht von seiner Massab,
sondern nur von der Lange des Fadeuosd der Erdbeschleuniguiggfir sie gilt:

1
T= 2!1\/6. (5.13)

1F(x) = —D-x: Kraft um Auslenkung x zu erreichen, mit DirektionskrBift
X= —% : Gleichung des ungedampften harmonischerilfagars
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5.2 Das Doppelpendel

m2,Js2

Abbildung 5.2: Doppelpendel

Ein Doppelpendel Abb.2wird definiert durch die beiden Pendelmassanundm,, die auf die
jeweiligen Schwerpunkte bezogenen Massentragsheitsmodented J,, die Schwerpunktab-
stande von den Drehpunktenunds, und den Abstant} der beiden DrehpunktBan93.

5.2.1 Generalisierte Koordinaten des Doppelpendels

Das Doppelpendel Abb.2 hat zwei Freiheitsgrade. Als generalisierte Koordinaten eignen sich
z.B. die beiden Winkep; undgs.
Fur das Aufschreiben der kinetischen Energie werden beide Pendelbewegungen als Translation
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des jeweiligen Schwerpunkts mit Uberlagerter Rotation betrachtet.
Die Position der Schwerpunkte sind durch die Vektdieandr, bestimmt:

_( asing

fo= (slcoscbi ) (5.14)
B l1sin$1 +sp sind

2 = <|11COS¢1+32COS¢22 ) (5.15)

Die Komponenten der Geschwindigkeitsvektoren ergeben sich aus den Komponenten der Vektoren
r durch Differenzieren nach der Zeit:

dry Vix
v — 5.16
! dt ( Viy ) ’ ( )
dry Voy
— . A7
vz dt < V2y ) (5 )

Diese lassen sich zu den Bahngeschwindigkeiten der Schwerpunkte zusammenfassen:

V% = V%x‘i'viy

= /0% cos 01 +57¢7 sin oy

= s, (5.18)
Vi o= VitV

= 1302 +55035 +2l1501 0o cogd1 — B2). (5.19)

5.2.2 Energien des Doppelpendels

Mit Hilfe der Orts- und Geschwindigkeitsvektoren kann nun die kinetische und potentielle Energie
aufgeschrieben werden.

Fuar die kinetische Energie des Gesamtsystems gilt:

1 1 1 1
T= Emlvi‘i'i‘]sl(b%*'isz%‘i'iJszq)g- (5.20)

FiUr das Aufschreiben der potentiellen Energie wird das Null-Potential auf die Héhe des Punktes
A gelegt, so dal3 beide Anteile negativ werden:

U = —mgs; cosd; — Mpg(l1 cospy +S, cos,) (5.21)
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Die Lagrangesche Funktion kann formuliert werden:
1 1
L = T-U = Smsif+ 5 k¢l
1
+5 Mol £0% + 505 + 21150102 cod1 — ¢2)]

1
+5 Joh3 +my gs; cospy
+mpg(l; coshy + S, COSPy ).

Fir die beiden Lagrangeschen Gleichungen 2.Art

droy &
dt\ops) o1

dafoy o
dt\ap2 ) b2
werden nun die bendtigten Ableitungen bereitgestellt:

% = msidy +Ja b1 +mel 201 +mplisdo cogdr — 62)
%(%) = msih1 +Jg b1 +mpl2ds +mpliSd2 cogdr — d2)
—mpl1502(d1 — d2)sin(dr — ¢2)

% — —Mylisob102 SIN®1 — 62) — Mygsi sings — mogl: sings

% = mgéd)z +Job2 +mpl1s201 cOgb1 — ¢2)

% ((%2) = MpSar + B2 +Mpl1S:$1 coddr — 2)
—mol 1501 (01 — d2)sin(d1 — §2)

O plissbibe sin(és — 62)— mogssings.
09>

5.2.3 Die Bewegungsgleichung

Zur Aufstellung der Bewegungsgleichung fur das Pendelsystem mit zwei Freiheitsgrade werden

folgende Bezeichnung bendétigt:
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(5.22)

(5.23)

(5.24)

(5.25)

(5.26)

(5.27)

(5.28)

(5.29)

(5.30)
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2
s ko, m
_ (= m 31
a1 <|1> —|—m1|%+m1 (5.32)
a = 2 2 cogr—dy) (5.32)
m g
m (%)
A = m <H> +m (5.33)
by = — 2 2 @ sings—d2)- (ot 2) I osings  (534)
M |1 Il m Il
by = 2 2 42 singi—dp)— 2 2 9 ging, (5.35)
m | m Iy I

Mit Hilfe dieser Bezeichnung und den beiden Lagrangeschen Gleichungen kann nun das Bewe-
gungsgleichungssystem des Doppelpendels aufgestellt werden:

annds + appd = bl (5.36)
a;ds  +  apd = b2 (5.37)

Durch Einfihren der neuen Variablen

w = O (5.38)
w = b (5.39)
bzw.

wm = ¢ (5.40)
w = 6 (5.41)

wird aus den beiden Differentialgleichungen 2.0rdnung ein System von 4 Differentialgleichungen
1.0rdnung:
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b1 =w (5.42)
b2 =w (5.43)
a1t +a20p = by (5.44)
a1ot +a20y = by. (5.45)

Die beiden in den Ableitungen gekoppelten Differentialgleichungen werden entkoppelt:

biazy — boaso

Yy = — = 5.46
oy o (5.46)
- apiby —agoby
= - el 5.47
(&) don (5.47)
mit
deIA_ = djqdg2— afz, (5.48)

so daf3 die vom Differentialgleichungssystem bereitgestellten Funktion nun durch ein numerisches
Verfahren integriert werden kénnen.
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5.3 Federpendel

Abbildung 5.3: Federpendel

Ein Federpendel Abb.3wird definiert durch die Pendelmasseder Federkonstantdhund der
Gewichtslangé der Feder bei Belastung mitg
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5.3.1 Generalisierte Koordinaten des Federpendels

Das Federpendel hat zwei Freiheitsgrade. Als generalisierte Koordinaten eignen sich der Winkel
¢ und die FederausdehnuagDie Position des Massenpunktes wird durch den Vekbastimmt:

([ (I +¢g)sind
- ( (I +e¢) cosq)ll ) ’ (5.49)

Die Komponenten des Geschwindigkeitsvektors

g=Ir_ ( Vix ) (5.50)

_a_ Viy

ergeben sich aus den Komponenten der Vektomdurch Differenzieren nach der Zeit. Sie lassen
sich zu der Bahngeschwindigkeit des Massenpunktes zusammenfassen:

Vo= V%x‘i'viy
= Si¢icoS o1 +s1¢Fsim ¢
= (1 +€)%p* +¢ (5.51)
5.3.2 Energien des Federpendels

Mit der Bahngeschwindigkeit des Massenpunktes kann die kinetische Energie des Gesamtsystems
aufgeschrieben werden:

T= g((l 1£)2¢% +€2). (5.52)
Die potentielle Energie besteht aus der Verformungsenergie
%, (5.53)

die die rein vertikale Auf- und Abschwingung im Schwerkraftfeld berticksichtig, und dem durch
die Winkelbewegung verursachten Beitrag

mg(l +¢€)(1—coso),

der die Anderung der Lageenergie gegeniiber der vertikalen Schwingung wiedergibt. Somit ergibt
sich fur die potentielle Energie:

U= % +mg(l +¢€)(1—cosd). (5.54)

Die Lagrangesche Funktion kann formuliert werden:
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L = T-U = g(a +£)292 +£€2)
_¥ gl +€)(1— cost) (5.55)
Fir die beiden Lagrangeschen Gleichungen 2.Art
d /oL oL
(%) % = ° (599
d /oL oL
S(L)-x o 557

werden die wiederum bendgtigten Ableitungen bereitgestellt:
oL

% m(l +¢)2 (5.58)
%(%) = m( +€)%¢ +m(l +€)2p¢ (5.59)
% — _mgl +¢)sind (5.60)
g_; e (5.61)
% (%L) - (5.62)
&~ mi e - De-my(L-cosh) (5.63)

5.3.3 Die Bewegungsgleichung

Mit den beiden Lagrangeschen Gleichungen ergeben sich fiir die Beschleunigungen:

5 — —%(2¢é+gsin¢) (5.64)
g = +€)¢2—g(l—cos¢)+%s). (5.65)
Durch Einfiihren der Variablen :
w = ¢ (5.66)
w = € (5.67)
bzw.
w = ¢ (5.68)
W = £ (5.69)



KAPITEL 5. PHYSIKALISCHE OBJEKTE 59

kann nun das Differentialgleichungssystem 1.0Ordnung formuliert werden:

w = ¢ (5.70)
W = & (5.71)
. 1 .

W = —m(z(ﬂlwz-i'gsmq?) (5.72)
@ = (48w —g(l—cosp)+ %s). (5.73)

Diese Funktion werden wiederum zur Integration an ein numerisches Verfahren Gibergeben.



Kapitel 6

Zusammenfassung

Prinzipiell kdnnen alle Aufgaben der klassischen Mechanik mit den drei Newtonschen Axiomen
gelost werden. Allerdings ist die praktische Behandlung von Massenpunktsystemen mit ver-
wickelten Nebenbedingungen oft zu beschwerlich, wiinschenswert war die Ausarbeitung weite-
rer Prinzipien, die die Kenntnis der Zwangskréfte nicht mehr bendtigen. Zur Berechnung von
Bewegungsgleichungen physikalischer Systeme hat sich herausgestellt, das der Lagrangeforma-
lismus Il. Art, Kern einer analytischen Mechanik, ein ideales Werkzeug bereitstellt zur Analy-
se bewegten mechanischer Systeme. Die Lagrangegleichungen Il.Art , die der Aufstellung von
Bewegungsgleichungen fir Systeme mit holonomen Nebenbedingungen optimal angepal3t sind,
wurden aus der d’Alembertgleichung abgeleitet. Die Bewegungsgleichung der hier vorgestellten
Objekte konnten mit Hilfe dieses Formalismus berechnet werden. Die vorgestellte Vorgehenswei-
se des Algorithmus nach Lagrange verlangte die Herausarbeitung der potentielle und kinetischen
Energien der Objekte, dies hatte den Vorteil, dal Zwangskréfte von vornherein nicht berticksich-
tigt werden mussen. Die Bewegungsgleichungen kénnen somit ohne die Anwendung weiterer
Prinzipien direkt aufgestellt werden. Zur Integration der Gleichungen wird das numerische Ein-
schrittverfahren Runge-Kutta verwendet. Eine Erweiterbarkeit der Objekte ist in der Fulle der
physikalischen Phdnomene gegeben. Jedes mechanische System verlangt seine eigene Analyse.
Denkbar in diesem Zusammenhang ist eine Ausweitung der erarbeiteten Prinzipien. Denn z.B.
wird in der Robotik der Weg der Bewegungsbeschreibung durch die Energien eines mechanischen
Systems eventuell zu aufwendig sein, so dal3 auf die Newtonsche Gleichunge flir starre Kérper
zugegrifien werden muss. Ist aber die Kenntnis der Zwangskréfte notwendig, wird die Erarbei-
tung der Lagrangeformalismus I.Art oder des Prinzip von Jourdain erforderlich sein, welche auch
bei der Behandlung nicht-holonomer Systeme anwendbar sind. Dies ist allerdings kein zu groR3er
Nachteil, da mechanische Systeme in der tberwiegenden Mehrzahl holonome Bedingungen ent-
halten.

Weiterhin ist es flir einen Konstrukteur besonders wichtig, sich die Zusammenhange von den un-
terschiedlichen dynamischen Ablaufen zu erarbeiten, um schlieRlich nach Durchdenken vieler
Aufgabenstellungen genugend Erfahrung zu gewinnen, physikalische Vorgéange sofort, mehr oder
weniger intuitiv, analysieren zu kdnnen. Auf diese Weise wird man ein Geflhl fur physikalische
Zusammenhénge, z.B. von Schwingungsvorgange, bekommen. Dieses Gefihl kann sonst nur an
wirklichen schwingenden Teilen erworben werden. Mit der Rechnersimulation, fur die minde-
stens ein Arbeitsplatzrechner mit graphischer Ausgabemadglichkeit bendétigt wird, steht nun ein
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leistungsfahiges Werkzeug zur Verfligung. Mit wenig Programmieraufwand ist man in der Lage,
z.B. Schwingungsphanomene anschaulich darzustellen. Es kdnnen Hilfsmittel erzeugt werden,
das durch spielerische Handhabung dem Anwender Zugang zu schwierigen Wirkungszusammen-
hénge verschafit.



Anhang A

Implementation der numerischen
Methode

Die Klasset_Numericallnt realisiert die allgemeine numerische Runge-Kutta Methode.
const int maxVariablenForNumint

wird als maximale Anzahl der Bewegungsdifferentialgleichungen eines physikalischen Objektes
definiert.

class t_Numericallnt
Klasse einer Methode zur numerischen Integration

virtual
void differentialFCT(t_Real* X, t Real* XP){}

Abfrage des Differentialgleichungssystems der physikalischen Objekte. X ist das
array der Varibalen. XP ist daarray der Differentiale.

protected:

void RungeKutta_nXn( t_Real *X,
t Real *XP,
t Real DT ,
int n )

Abfrage der allgemeinen Runge-Kutta Methode. DT ist die unabhangige Schrittweite,
n die Anzahl der Gleichungen und damit auch die Gro3e der Vektoren X und XP. HV1
und HV2 sind Hilfsvektoren, die Zwischenergebnisse der Integration speichern. Die
allgemeine Runge-Kutta-Methode wird, wie in Kapitel IV beschrieben, ausgefuhrt.

t Real DT2 = 0.5*DT;

t Real HV1[maxVariablenForNumint];
t Real HV2[maxVariablenForNumint];
unsigned i;

62



ANHANG A. IMPLEMENTATION DER NUMERISCHEN METHODE

/K1
differentialFCT(X,XP);
fori = 0; i < n; i++) {
HV1[i] X[i] + DT/6 * XPIJi;
HV2[i] X[i] + DT2 * XPJi];

}

1IK2
differentialFCT(HV2,XP);
fori = 0; i < n; i++) {
HV1[i] HV1[i] + DT/3 * XPJi];
HV2[i] X[i] + DT2 * XPJi;

}
/K3

differentialFCT(HV2,XP);
fori = 0; i < n; i++) {
HV1[i] HV1[i] + DT/3 * XPJi];
HV2[i] X[i] + DT * XPJi];

}
/K4
differentialFCT(HV2,XP);
fori = 0; i < n; i++) {
X[i] = HV1[i] + DT/6 * XP[i;
}
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Anhang B

Klassen der Beispielobjekte

Hier werden die Klassen der in Kapitel V beschriebenen Beispielobjekte aufgefiihrt. Die Klas-
sen sind von der KlasgeNumericallnt abgeleitet. Die jeweiligen Differentialgleichungen
werden indifferentialFCT realisiert und von der allgemeinen Runge-Kutta-Methode abge-
fragt. Die graphischen Komponenten sind aus diesen Basisklassen herausgeltst. Sie werden in
abgleiteten Klassen realisiert

B.1 t Pendulum

t Pendulum realisiert die in Kapitel V beschriebene einfache Pendelschwingung.

class t_Pendulum : public t Numericalint

public:

t_Pendulum (const t_3Dvector& anchor = t_3DVector(0,0,0),
const t 3Dvector& oscillator= t_3DVector(0,-1,0))

Erzeut ein einfaches Pendel mit Aufhangepunktdrehor und Schwerpunkt bei

oscillator . Der Faden wird als Schwerelos angenommen.
t Real nullPosition () const
void nullPosition (const t_Real& null)
t _3Dvector nullOscillator () const
void nullOscillator (const t _3DVector& nullOsci)

Abfragen und Setzen der Ruhepostion.
t_4x3Matrix physicalFunctionMatrix()

Abfrage der Transformationsmatrix fur den NullOscillator. Der Winkel ist die mo-
mentane Elongation des Oscillators unter Verwendung eines numerischen Verfahrens.

t_4x3Matrix physicalFunctionMatrix(const t Real& time)

Abfrage der Transformationsmatrix fir den NullOscillator unter Verwendung eines
analytischen Verfahrens.
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void mass (const t_Real& mass)
t Real mass () const

Setzen und Abfragen des Massenschwerpunktes. Die Einheit der Masse ist kg mit:
default mass = 1.

t_3Dvector anchor () const

void anchor (const t_3DVector& anchor)
t_3Dvector oscillator () const

void oscillator  (const t_3DVector& oscillator)

Setzen und Abfragen des Aufhdngepunktes und des Oszillatmsor modifiziert

gleichzeitig den Oszillatooscillator modifiziert die L&ange des Pendels.
t Real elongation () const
void elongation (const t_Real& anchor)

Setzen und Abfragen der Elongation, d.h. des momentanen Ausschlages des Pendels.
Ist nur Sinnvoll bei einer numerischen Anwendung.

t Real amplitude () const
void amplitude (const t_Real& amplitude)

Setzen und Abfragen der Amplitude, d.h. der maximalen Elongation.

t 2DVector direction () const
void direction (const t_2DVector& direction)

Setzen und Abfragen der Schwingungsrichtung in der XZ-Ebene.
void setByOscillator (const t 3DVector& oscillator)

Modifizert durch Setzen des Oszillators die Schwingungsrichtung, Lange, Amplitude
und die Elongation des Pendels.

t Real length () const
void length (const t_Real& length)

Abfragen und Setzen der Pendellange.

t Real frequency () const

void frequency (const t Real& frequency)
t Real velocity () const

void velocity (const t_Real& velocity)

t Real friction () const

void friction (const t_Real& friction)

Setzen und Abfragen der physikalischer Eigenschaften des Pendels.
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void physicalSettings()
Setzen der Pendelfrequen#,zT = 211\/('5), und setzen des Beschleunigungsfaktors
v_acceleration auf |9 mit g als Erdbeschleunigurg 9.81 und | als Lange des
Fadens.

t Real factorOfAcceleration () const

void factorOfAcceleration (const t_Real& acceleration)

Setzen und Abfragen des Beschleunigungsfaktoasceleration
void move (const t_Real& time)

Modifiziert den Oszillator unter Verwendung der analytischen Losung.
virtual void move 0

Modifiziert den Oszillator unter Verwendung der momentaglengation
virtual void step (const t _Real& timeStep)

Berechnet die nachsédongation  undvelocity  des Pendels unter Verwendung
der numerischen Losung mit SchrittweitmeStep

protected:
virtual void differentialFCT (t_Real* X, t_Real* XP)

Stellt das Bewegungsgleichungssystems des Pendels mit folgenden Gleichungen zur

Verfugung:
{

XP[0] = X[1];

XP[1] = -v_acceleration * sin(X[0])-v_friction * X[1];
}

B.2 t _doublependulum
class t_DoublePendulum : public t Pendulum
t DoublePendulum realisiert das in Kapitel V beschriebene Doppelpendel.

public:
t_DoublePendulum (t_Pendulum* penduluml,t Pendulum* pendulum2 )

Initialisiert das Doppelpendel mit Hilfe der beiden einfachen Pepéeduluml
undpendulum2 .

t Real ratioOfMasses () const
void ratioOfMasses (const t_Real& mass2DivMassl)
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Zur Aufstellung der Bewegungsgleichung des Doppelpendels wird das Verhéltnis der
Massen der beiden Pendel bendétigt.

t Real inertia_j1 () const
t Real inertia_j2 () const
void inertia_j1 (const t_Real& inertia)
void inertia_j2 (const t_Real& inertia)

Setzen und Abfrage der Tragheitsmomente: defa%g.z

t Real centerOfGravity_s1 () const
t Real centerOfGravity_s2 () const
void centerOfGravity_s1 (const t Real& center)
void centerOfGravity_s2 (const t _Real& center)

Setzen und Abfrage des Abstandes des Schwerpunktes vom Aufhdngepunkt.

const t Real distanceOfRotatingPoints () const;
void distanceOfRotatingPoints (const t Real& length);

Setzen und Abfrage des Abstandes zwischen den beiden Rotationspunkte.
void step (t_Real timeStep)

Berechnung deglongation  undvelocity  der beiden Pendel unter Verwendung
der numerischen Losung mit SchrittweitmeStep

virtual void differentialFCT (t_Real* X,t Real* XP)

Stellt das Bewegungsgleichungssystems des Doppelpendels, wie in Kapitel V be-
schrieben, mit folgenden Gleichungen zur Verfigung.

t Real al2 = v_mdm*v_s2*cos(X[0]-X[1]);

t Real det = v_all*v_a22-al2*sqr(al2);

t Real bl = -v_mdm*v_s2*sqr(X[3])*sin(X[0]-X[1]) -
(v_s1+v_mdm)*v_gdI*sin(X[0]);

t Real b2 = v_mdm*v_s2*sqgr(X[2])*sin(X[0]-X[1]) -
v_s2*v_mdm *v_gdI*sin(X[1]);

XP[0] = X[2];
XP[1] = X[3;
XP[2] = (bl*v_a22-b2*al2)/det - friction() * X[2];
XP[3] = (b2*v_all-bl*al2)/det - friction() * X[3];
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B.3 t_featherpendulum
class t_FeatherPendulum : public t Pendulum

t FeatherPendulum  realisiert ein Federpendel.

public:
t FeatherPendulum (const t_3DVector& anchor = t _3DVector(0,0,0),
const t_3DVector& oscillator=t_3DVector(1,0,0))

Initialisiert das Federpendel mit Aufhangepunktaechor und mit Federkonstante

=15.
t Real featherconst () const
void featherconst (const t Real& featherconst)
t Real extension () const
void extension (const t_Real& extension)
t Real velOfFeath () const
void velOfFeath (const t Real& velOfFeath)

Setzen und Abfrage der physikalischen Eigenschaften der Feder: Federkonstante,
Dehnung und Geschwindigkeit.

protected:
virtual void differentialFCT (t_Real* X, t_Real* XP)

Abfrage des Bewegungsgleichungssystems des Federpendels mit folgenden Gleichun-

gen:
{
XP[0] = X[2];
XP[1] = X[3];
XP[2] = (v_length+X[0])*sqr(X[3])+9.81*(cos(X[1]))-v_DdM*X[0]
-friction() * X[2];
XP[3] = (-9.81*sin(X[1])-2*X[2]*X[3])/(length()+X[0])

-friction() * X[3];



Anhang C

Graphische Darstellung

Zur graphischen Darstellung werden die graphischen Komponenten der Objekte in abgeleiteten
Klassen der Implentierten Basisklassen realisiert.

C.1 Hilfsklassen
typedef t_Cgi* DisplayDevicePtr;
Definition eines allgemeinen DevicePointers. In diesem Fall ein Pointer auf CGI.

Zur Darstellung unter CGI werden folgende Hilfsklassen verwendet:

t Cube

Definition eines einfachen Wiirfelgitter zur Uberpriifung der Bewegungsausfiihrung
der Objekte.

t_Ball

Definition einer Kugel zur Visualisierung der geographischen Komponenten eines
Objektes.

Die folgenden abgeleiteten Klassen erhalten als ParametebidptayDevicePtr und die
Objektspezifischen Komponenten.

class t_DrawSimplePendulum: public t_Pendulum
class t_DrawDoublePendulum: public t DoublePendulum
class t_DrawFeatherPendulum: public t _FeatherPendulum

void draw(const t_Color& color);

Einzige Memberfunktion der abgeleiteten Klassen. Zeichnet gegebenes Objekt mit
Farbecolor
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C.2 Beispielanwendung
Mit folgenden Programmausschnitt werden die definierten Objekte unter CGI dargestellt:

#include "cgi.hh"

#include "t _camera.hh"
#include "t_drspen.hh"
#include "t_drfepe.hh"
#include "t_drdpen.hh"

int main ()
{
/...
/I --- start settings ---
t Real stepWidth = 0.008;

/I --- simplePendulum ---
t DrawSimplePendulum simple(cgi,camera,
t 3DVector(0, 0,0),
t 3DVector(0,-1,0));
/I --- featherPendulum ---
t DrawFeatherPendulum featherpendulum (cgi,camera,
t 3DVector(0.0,0.7,0.0),
t 3DVector(0.0,-.7,0.0));
/I --- doublePendulum ---
t Pendulum* pendel0 = new t Pendulum (t_3DVector(0.0,0.9,0.0),
t 3DVector(0.0,0.0,0.0));
t Pendulum* pendell = new t Pendulum (t_3DVector(0.0,0.9,0.0),
t 3DVector(0.0,0.0,0.0));
t DrawDoublePendulum doublependel(cgi,camera,pendel0,pendell);

/I --- loop ---
simple.step (stepWidth);
doublependel.step (stepWidth);
featherpendulum.step(stepWidth);

...
}

AbbildungC.1 und AbbildungC.2 zeigen ein Federpendel im Tracemodus mit Start-Elongation =
0.75m, Schrittweite h = Q05 und unterschiedlichen Federkonstanten.
AbbildungC.3 zeigt ein Doppelpendel mit Start-Elogatiorb@t und Schrittweite h = 0,04.
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i Pendulum: <q>uit <s>top <rrestart <t>race +/- stepWwidth

Abbildung C.1: Federpendel mit Federkonstane = 34
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i Pendulum: <q>uit <s>top <rrestart <t>race +/- stepWwidth

Abbildung C.2: Federpendel mit Federkonstante = 104
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i Pendulum: <q>uit <s>top <rrestart <t>race +/- stepWwidth

o g L]

Abbildung C.3: Doppelpendel im TraceModus
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