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Kapitel 1

Einleitung

Ein klassisches Problem in der Computergraphik ist diephotorealistische Bild-Synthese. Gegeben
sei eine statische synthetische Szene bestehend aus einer Menge von dreidimensionalen geome-
trischen Objekten, von denen einige (i. a. wenige) als Lichtquellen ausgezeichnet sind. Für al-
le Objekte seien wenigstens die Reflexionseigenschaften ihrer Oberflächen bekannt und für die
Lichtquellen zusätzlich die Emissionseigenschaften. Ferner seien die Sichtparameter vorgegeben.
Ziel ist die Berechnung eines Bildes, das von einer Photographie der korrespondierenden realen
Szene nicht zu unterscheiden ist.

Ein neben der Modellierung der Szenengeometrie wesentliches Teilproblem ist dasglobale
Beleuchtungsproblem. Gesucht ist die Lichtverteilung über einer Menge von Oberflächenpunk-
ten, die sich nach dem „Einschalten“ der Lichtquellen einstellt. Die Lösungsidee besteht darin,
die komplexen physikalischen Phänomene betreffend Ausbreitung und Reflexion von Licht zu
simulieren. Global bedeutet in diesem Zusammenhang, daß die gesamte Umgebung in die Be-
leuchtungsrechnung einbezogen wird. Bei der Berechnung des von einem Oberflächenpunkt in
eine Richtung ausstrahlenden Lichts wird neben der direkten Beleuchtung durch Emission der
Lichtquellen auch dieindirekte Beleuchtungdurch (ggf. mehrfache) Reflexion an der Umgebung
berücksichtigt. Außerdem ist die Abschwächung des Lichtflusses durch blockierende Objekte
Bestandteil des Kalküls.

Das Spektrum der Reflexionseigenschaften realer Oberflächen reicht vondiffusbisglossy(vgl.
Abbildung1.1). Bei der diffusen Reflexion wird das einstrahlende Licht gleichmäßig in alle mögli-
chen Richtungen reflektiert. Der diffuse Anteil dominiert z. B. bei matten Oberflächen. Bei der
glossy Reflexion wird das einstrahlende Licht vorwiegend in einen schmalen Richtungs-Kegel
um die gespiegelte Einstrahlrichtung reflektiert. Der glossy Anteil dominiert z. B. bei polierten,
lackierten oder nassen Oberflächen. ImRadiosity-Fallenthält die Szene ausschließlichdiffus emit-
tierende und diffus reflektierende Objekte. Im allgemeinenRadiance-Fallist die Einschränkung
hinsichtlich der Reflexionseigenschaften aufgehoben. Die Szene darf insbesondere auch glossy
reflektierende Objekte enthalten.

Die meisten Ansätze zur approximativen Lösung des globalen Beleuchtungsproblems lassen
sich einer der beiden folgenden Kategorien zuordnen:Monte-Carlo(MC) und Finite-Elemen-
te (FE). MC-Methoden berechnen die Lichtverteilung über einer Menge vonsichtbarenOber-
flächenpunktenin Richtung Augpunktstochastischmittels Strahlverfolgung. Dabei wird der Trans-
port einzelner Photonen von den Lichtquellen durch die Szene zu dem Augpunkt simuliert. FE-
Methoden berechnen demgegenüber die Lichtverteilung grundsätzlich überallen Oberflächen-
punkten inalle Richtungen bzgl. einer geeigneten endlich-dimensionalen Basis mittels Lösen
eines Linearen Gleichungssystems. FE-Methoden haben gegenüber MC-Methoden den konzep-
tionellen Vorteil, daß sie – auf Kosten eines nicht zu vernachlässigenden Speicherbedarfs – eine
sichtunabhängige Lösung berechnen.
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Abbildung 1.1 Reflexionseigenschaften

FE-Methoden für den Radiosity-Fall sind in den vergangenen Jahren kontinuierlich weiter-
entwickelt worden. Meilensteine bei der Weiterentwicklung waren derHierarchical-Radiosity-
Algorithmus[HSA91] und Clustering-Algorithmen[SAG94]. Der Hierarchical-Radiosity-Algo-
rithmus läuft formal auf die Verwendung von einfachen Wavelet-Basen zur Approximation der
Lichtverteilung hinaus. Wavelet-Basen ermöglichen neben einer kompakten adaptiven Darstellung
der Lichtverteilung insbesondere den effizienten Transport von Licht auf einem geeignetenlevel-
of-detail. Clustering-Algorithmen erweitern diesen hierarchischen Ansatz in bottom-up Richtung,
indem lokale Ansammlungen von Objekten beim Lichttransport ggf. als Einheit betrachtet wer-
den. Derart ausgefeilte FE-Methoden erlauben das globale Beleuchten von komplexen diffusen
Szenen, die hardwareunterstützt interaktiv durchwandert werden können.

Die Erweiterung von FE-Methoden für den allgemeinen Radiance-Fall ist Gegenstand aktuel-
ler Forschung [Chr95] [SSG+99]. Die gesuchte Lichtverteilung hat im Radiance-Fall eine höhere
Dimensionalität. Sie variiert nicht nur über den Oberflächenpunkten, sondern i. a. auch über den
Ausstrahlrichtungen. Während die Lichtverteilung über einem vorgegebenen Oberflächenpunkt
eines diffus reflektierenden Objekts konstant ist, ist die Lichtverteilung über einem vorgegebe-
nen Oberflächenpunkt eines glossy reflektierenden Objekts eine (ggf. komplexe) Funktion über
der Menge aller Ausstrahlrichtungen. Diffus reflektierende Oberflächen sehen aus allen Blick-
richtungen gleich aus. Demgegenüber ändert sich z. B. die Lage von Glanzlichtern auf glossy
reflektierenden Oberflächen mit der Blickrichtung. Zeit- und Speicheraufwand der FE-Methoden
nehmen im Vergleich zum Radiosity-Fall deutlich zu.

Ziel dieser Arbeit war die Implementierung einer vielversprechenden Wavelet-basierten FE-
Methode für den allgemeinen Radiance-Fall auf Basis des 3D-GraphiksystemsMinimal Rendering
Toolkit (MRT). Der von Christensen vorgeschlagene und als Grundlage dieser Arbeit ausgewählte
Wavelet-Radiance-Algorithmus [Chr95] basiert auf der ungewöhnlichen Standard-Zerlegung des
Transportoperators, wobei die Lichtverteilung explizit bzgl. Nicht-Standard-Haar-Basen repräsen-
tiert wird. Die Implementierung erfolgte in zwei Phasen. Zunächst wurde ein Wavelet-Radiosity-
Algorithmus implementiert, der ebenfalls auf der Standard-Zerlegung des Transportoperators ba-
siert. Danach wurde darauf aufbauend der Wavelet-Radiance-Algorithmus realisiert.

Im nächsten Kapitel wird der theoretische Hintergrund von Wavelet-basierten globalen Be-
leuchtungsalgorithmen aufgearbeitet. Zunächst wird das globale Beleuchtungsproblem durch ein
physikalisch basiertes Beleuchtungsmodell formalisiert. Es folgt eine mathematisch orientierte
Beschreibung von Wavelet-basierten FE-Methoden zum approximativen Lösen des globalen Be-
leuchtungsproblems.

Im Kapitel3 wird die Implementierung das Wavelet-Radiosity-Algorithmus beschrieben. Die
Integration von gekrümmten Objekten erfolgt analog zu der bereits existierenden Implementierung
des Hierarchical-Radiosity-Algorithmus. DasFinal-Gathering[Rei92] wird für die Erzeugung
von „Schnappschüssen“ hoher visueller Qualität eingesetzt. Es wird gezeigt, wie dabei die visuelle
Qualität der Darstellung von gekrümmten Objekten unter Ausnutzung von Objekt-Informationen
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verbessert werden kann. Ferner werden einige Beschleunigungs-Techniken untersucht.

Im Kapitel 4 wird schließlich die Implementierung des Wavelet-Radiance-Algorithmus be-
schrieben. Es wird einewrapper-Datenstrukturvorgestellt, die eine einfache Anbindung eines
Wavelet-Radiance-Algorithmus an ein Wavelet-Radiosity-System ermöglicht. Insbesondere las-
sen sich auch im Radiance-Fall die berechneten Lösungen sehr effizient durch Gouraud-Shading
geglättet ausgeben. Diffuse Reflektoren werden gesondert behandelt.

Das letzte Kapitel enthält eine Zusammenfassung und einen Ausblick. Im Anhang sind die
Programm-Optionen dokumentiert.



Kapitel 2

Theoretischer Hintergrund

In diesem Kapitel wird zunächst das globale Beleuchtungsproblem durch ein physikalisch basier-
tes Beleuchtungsmodell formalisiert. Während der Wavelet-Radiance-Algorithmus unmittelbar
auf diesem allgemeinen Beleuchtungsmodell basiert, liegt dem Wavelet-Radiosity-Algorithmus
eine spezielle Variante dieses Modells zugrunde. Die gesuchte Lichtverteilung in der Szene ist in
beiden Fällen implizit durch eine Integralgleichung (Radiance-bzw.diffuse Radiance-Gleichung)
definiert. Anschließend werden wichtige mathematische Werkzeuge eingeführt, die im folgenden
für die effiziente Berechnung einer approximativen Lösung einer derartigen Transportgleichung
eingesetzt werden: dieGalerkin-Methodezur Diskretisierung der kontinuierlichen Transportglei-
chung, dasGauss-Seidel-Verfahrenzum iterativen Lösen des resultierenden Linearen Gleichungs-
systems undWavelet-Basenim Rahmen der Diskretisierung zur deutlichen Reduktion des Zeit-
und Speicheraufwands bei einer vorgegebenen Fehlertoleranz. Zuletzt steht die algorithmische
Umsetzung des verfolgten Lösungsansatzes im Vordergrund. Das prinzipielle Vorgehen wird
durch die abstrakte Beschreibung eines Wavelet-basierten Basis-Algorithmus vorgestellt. Die Be-
schreibung ist sowohl für den Radiance-Fall als auch für den Radiosity-Fall gültig.

2.1 Physikalisch basiertes Beleuchtungsmodell

Das globale Beleuchtungsproblem [CW93] [SP94] ist ein Simulationsproblem. Es gilt den natürli-
chen „Transport“ von Licht in einer synthetischen dreidimensionalen Szene zu simulieren. Der
umgangssprachliche Begriff „Licht“ korrespondiert physikalisch zu elektromagnetischer Strah-
lung innerhalb des sichtbaren Wellenlängenbereichs1. Die physikalischen Phänomene betreffend
Ausbreitung und Interaktion mit Materie (z. B. Reflexion an einer Oberfläche) von Licht sind
sehr komplex. [Gla95] beinhaltet eine ausführliche Einführung in die entsprechenden physikali-
schen Hintergründe. In diesem Abschnitt wird ein Beleuchtungsmodellvorgestellt, das sich vor
allem durch seinenglobalen Charakterund die Modellierung vonallgemeinen Reflexionseigen-
schaftenauszeichnet. Von anderen physikalischen Phänomenen, die nicht unmittelbar mit diesen
beiden Hauptaspekten zusammenhängen, wird weitestgehend abstrahiert. Dadurch bleibt das Mo-
dell handhabbar, und die Berechnungen bleiben praktikabel. Zunächst werden die wesentlichen
Abstraktionen skizziert. Im Anschluß daran wird die geometrische GrößeRaumwinkeleingeführt,
der in der Radiometrie eine große Bedeutung zukommt. Radiometrie bezeichnet dabei die Wissen-
schaft, Energie-Übertragung durch Strahlung zu messen. Danach wird mitRadiancedie zentrale
radiometrische Größe definiert. Die Reflexionseigenschaften von Oberflächen werden durch die
BRDF formalisiert. Unter Verwendung dieser Voraussetzungen wird schließlich das dieser Arbeit
zugrunde liegende globale Beleuchtungsmodell in Form einer Integralgleichung vorgestellt, die
den Transport von Licht in der Szene modelliert.

1 Sichtbarer Wellenlängenbereich: 380nm− 770nm

9



KAPITEL 2. THEORETISCHER HINTERGRUND 10

2.1.1 Abstraktionen

Licht wird aus dem Blickwinkel der geometrischen Optik betrachtet. Die geometrische Optik ge-
nügt, um deutlich wahrnehmbare makroskopische Lichteffekte wie z. B. Schatten und Reflexion zu
erklären. Wellenoptische Lichteffekte wie z. B. Interferenz oder quantenmechanische Lichteffekte
werden ignoriert. Das komplette Spektrum wird – wie in der Computergraphik üblich – durch
drei ausgezeichnete Wellenlängen2 approximiert. Ein Energie-Austausch zwischen verschiede-
nen Wellenlängen wird nicht berücksichtigt. In diesem Fall können die verschiedenen Wellen-
längen unabhängig voneinander betrachtet werden. In der Implementierung werden diskrete Werte
von wellenlängenabhängigen Größen3 durch 3-Tupel repräsentiert. Für die weiteren theoretischen
Überlegungen wird der monochrome Fall vorausgesetzt. Zwischen den geometrischen Objekten
befinde sich kein partizipierendes Medium, das den Lichtfluß beeinflußt. Es genügt, den Lichtfluß
an den Oberflächen der geometrischen Objekte zu betrachten. Ferner befinden sich keine transpa-
renten Objekte in der Szene. Die Interaktion von Licht mit Oberflächen beschränkt sich somit auf
Reflexion und Absorption. Transmission wird nicht berücksichtigt. Schließlich ist ausschließlich
dersteady statevon Interesse. Dieser Zustand stellt sich in realistisch dimensionierten Szenen we-
gen der hohen Lichtgeschwindigkeit sehr schnell ein. Die Zeitabhängigkeit der radiometrischen
Größen wird ignoriert.

2.1.2 Raumwinkel

Der von einem Objekt bzgl. eines Punktesx aufgespannteRaumwinkelω ist definiert als Flächen-
inhalt der Normalprojektion des Objekts auf die Einheitskugel mit Mittelpunktx. Raumwin-
kel werden inSteradiant(sr) angegeben. Diese Definition ist eine natürliche dreidimensiona-
le Erweiterung des „normalen“ zweidimensionalen Winkels4 (vgl. Abbildung2.1(a)). Der von
einer beliebig im Raum orientierten Differential-Fläche5 dx′ bzgl. x aufgespannte Differential-
Raumwinkeldω läßt sich wie folgt gut approximieren (vgl. Abbildung2.1(b)):

dω≈ dx′ cosθ′

||x−x′||2 (2.1)
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(a) exakter Raumwinkel
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x

θ′
~n′ dx′

≈ dω

(b) approximativer Raumwinkel

Abbildung 2.1 Raumwinkel von dx′ bzgl. x (flatland)

2Rot, Grün und Blau
3 Die radiometrischen Größen und die BRDF sind wellenlängenabhängig.
4 In der Ebene erfolgt die Projektion auf den Einheitskreis, und der aufgespannte Winkel ist durch die resultierende

Bogenlänge definiert.
5 Im folgenden wird ein Oberflächenpunktx mit einer Differential-Flächedx um x identifiziert, deren Normale

mit der Oberflächennormalen an der Stellex übereinstimmt – und umgekehrt. Des weiteren wird mitdx auch der
Flächeninhalt der Differential-Flächedx bezeichnet. Richtungen~ω und Differential-Raumwinkeldω um ~ω werden
ebenfalls miteinander identifiziert.
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Der Zähler kann geometrisch als Orthogonalprojektion vondx′ auf die Tangentialebene zu der
Kugel mit Mittelpunktx durchx′ interpretiert werden. Bei dieser Formel handelt es sich „nur“ um
eine Approximation, da die Projektion nicht direkt auf die Kugel erfolgt. Der Nenner steht für
die weitere Projektion auf eine Tangentialebene zur Einheitskugel. Die Beziehung2.1wird später
benötigt, um das Integral der Radiance-Gleichung von einem Integral über alle Richtungen in ein
Integral über alle Oberflächen umzuformen.

2.1.3 Radiometrische Größen

Die zentrale radiometrische Größe istRadiance. Formal ist Radiance in Abhängigkeit eines Ober-
flächenpunktesx und einer Richtung~ω definiert als Strahlungsfluß pro Einheitsraumwinkel und
pro orthogonal zur Flußrichtung projizierter Einheitsfläche:

RadianceL(x,~ω)≡ d2Φ(x,~ω)
dωdxcosθ

[
W

sr m2

]
(2.2)

��������������������

~ω
~n

θ

x

Abbildung 2.2 Definition Radiance: geometrische Situation

Die geometrische Situation ist in Abbildung2.2 dargestellt. Radiance ist eine vierdimensio-
nale Funktion: Oberflächenpunkte können eindeutig durch zwei skalarePositionsparameter iden-
tifiziert werden und Richtungen durch zwei skalareRichtungsparameter. Da keine transparenten
Objekte berücksichtigt werden, sind nur die Richtungen in die äußere HemisphäreΩ von Interes-
se. Im folgenden ist mit Hemisphäre stets die äußere Hemisphäre über einem Oberflächenpunkt
gemeint. Informell gibt Radiance an, wieviel Licht von einem Oberflächenpunkt in eine Rich-
tung ausstrahlt bzw. wieviel Licht auf einen Oberflächenpunkt aus einer Richtung einstrahlt. Die
Begriffe Outgoing Radiance(Lo) und Incoming Radiance(Li ) werden zur Unterscheidung von
ausstrahlender und einstrahlender Radiance verwendet [Laf96]. Radiance hat die wichtige Eigen-
schaft, invariant entlang der Flußrichtung zu sein:

∀ gegenseitig zugewandten und sichtbarenx,x′ : Li(x,x′−x) = Lo(x′,x−x′) (2.3)

Diese Eigenschaft folgt aus der allgemeineren Energie-Erhaltungseigenschaft unter der Vorausset-
zung, daß der Lichtfluß durch kein partizipierendes Medium zwischen den Oberflächen beeinflußt
wird. Da zudem das menschliche visuelle System gerade Radiance-sensitiv ist, wird der visuelle
Eindruck einer Szene vollständig durch die von jedem (sichtbaren) Oberflächenpunkt in Richtung
Augpunkt strahlende Outgoing Radiance beschrieben. Daher ist Outgoing Radiance die geeignete
radiometrische Größe, die es von globalen Beleuchtungsalgorithmen zu berechnen gilt. Alle wei-
teren für diese Arbeit relevanten radiometrischen Größen lassen sich von Radiance ableiten (vgl.
Tabelle2.1).

Bezeichnung Definition Einheit
RadiosityB(x)

R
Ω Lo(x,~ω)cosθ dω

IrradianceE(x)
R

Ω Li(x,~ω)cosθ dω W
m2

Differential-IrradiancedE(x,dω) Li(x,~ω)cosθdω

Tabelle 2.1 Von Radiance abgeleitete radiometrische Größen
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2.1.4 BRDF

Die Reflexionseigenschaften der Oberflächen werden durch dieBidirectional-Reflectance-Dis-
tribution-Function (BRDF)quantifiziert. Formal ist die BRDF in Abhängigkeit eines Oberflächen-
punktesx, einer Reflexionsrichtung~ωr und einer Einstrahlrichtung~ωi definiert als Verhältnis von
in die Reflexionsrichtung reflektierter Differential-Radiance zu aus der Einstrahlrichtung einfal-
lender Differential-Irradiance:

BRDF fr(x, ~ωr , ~ωi)≡
dLr(x, ~ωr)

Li(x, ~ωi)cosθi dωi

[
1
sr

]
(2.4)

����������������������

~n

x

~ωi ~ωi

~ωrθiθi

Abbildung 2.3 Definition BRDF: geometrische Situation

Abbildung 2.3 zeigt die geometrische Situation. Informell gibt die BRDF für einen Ober-
flächenpunkt an, welcher Anteil des aus einer Richtung einstrahlenden Lichts in eine zweite Rich-
tung reflektiert wird.

Die BRDF hat zwei wichtige Eigenschaften, die unmittelbar aus entsprechenden thermody-
namischen Prinzipien folgen (vgl. Tabelle2.2): Energie-Erhaltung und Helmholtz-Reziprozität.
Üblicherweise wird die BRDF durch eine effizient zu berechnende Funktion approximiert. Ein
derartiges Reflexionsmodell gilt alsphysikalisch plausibel, wenn es die beiden o. g. Eigenschaften
erfüllt. Ein physikalisch basiertes Beleuchtungsmodell setzt ein physikalisch plausibles Reflexi-
onsmodell voraus. Das in der Implementierung des Wavelet-Radiance-Algorithmus verwendete
physikalisch plausible Reflexionsmodell [LW94] wird im Abschnitt4.1.5.1vorgestellt.

Energie-Erhaltung Helmholtz-Reziprozität
R

Ω
fr(x, ~ωr , ~ωi)cosθr dωr ≤ 1 ∀x, ~ωi fr(x, ~ωr , ~ωi) = fr(x, ~ωi, ~ωr ) ∀x, ~ωr , ~ωi

Es wird nicht mehr Energie in die Hemisphäre re-
flektiert, als Energie einfällt. Die nicht-reflektierte
Energie wird absorbiert. Diese Eigenschaft ist ei-
ne notwendige Bedingung für die Konvergenz von
iterativen globalen Beleuchtungsalgorithmen.

Die BRDF ist invariant gegenüber einer Vertau-
schung von Reflexions- und Einstrahlrichtung.

Tabelle 2.2 Eigenschaften der BRDF

Im Radiosity-Fall besteht die Szene ausschließlich aus diffusen Reflektoren. Diffuse Reflek-
toren reflektieren in alle möglichen Richtungen stets dieselbe Radiance, d. h. die BRDF ist unab-
hängig von der Reflexionsrichtung. Aus der Helmholtz-Reziprozität folgt weiter, daß die BRDF
im Radiosity-Fall für jeden Oberflächenpunkt sogar konstant ist.
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2.1.5 Radiance-Gleichung

Mit Hilfe der eingeführten Definitionen und Folgerungen läßt sich nun die zentraleRadiance-
Gleichungherleiten, durch die die gesuchte Outgoing Radiance implizit definiert wird:

Lo(x,~ω) = Le(x,~ω)+
Z

~ωi∈Ω

fr(x,~ω, ~ωi)Lo(x′,−~ωi)cosθi dωi

Die Outgoing Radiance setzt sich aus einem emittierenden und einem reflektierenden Anteil zu-
sammen. Bei der Ermittlung des reflektierenden Anteils werdenalle möglichen Einstrahlrichtun-
gen berücksichtigt. Für eine feste Einstrahlrichtung läßt sich die reflektierende Radiance direkt
aus der Definition der BRDF2.4 ableiten. Unter Ausnutzung der Invarianz-Eigenschaft2.3 wird
die Incoming Radiance auf Punktx durch die korrespondierende Outgoing Radiance von Punktx′

ersetzt, wobeix′ den vonx aus am nächsten in Richtung~ωi gelegenen Oberflächenpunkt bezeich-
net. Im folgenden ist mit Radiance (L) grundsätzlich Outgoing Radiance (Lo) gemeint. Die In-
tegration über die komplette Hemisphäre und die Rekursion machen den globalen Charakter der
Radiance-Gleichung aus. Die Verwendung der BRDF läßt die Modellierung von allgemeinen Re-
flexionseigenschaften zu. Unter Ausnutzung der Beziehung2.1 kann das Integral über alle Rich-
tungen in ein Integral über alle Oberflächen umgeformt werden. Im folgenden dient diese Form
der Radiance-Gleichung als Grundlage zur Ermittlung einer Lösung:

L(x,~ω) = Le(x,~ω)+
Z

x′∈S

fr(x,~ω,x′−x)g(x,x′)L(x′,x−x′) dx′

S bezeichnet die Menge aller Oberflächenpunkte. Die geometrischen Größen werden dabei zu
einemgeometrischen Term gzusammengefaßt:

geometrischer Termg(x,x′)≡ v(x,x′)
cosθcosθ′

||x−x′||2 (2.5)

Die bool’scheSichtbarkeits-Funktion vgibt an, ob die beiden Punkte gegenseitig sichtbar sind.
Dies ist genau dann der Fall, wenn sich zwischen den beiden Punkten kein blockierendes Objekt
befindet. Abbildung2.4 zeigt die geometrische Situation. Der Strahlungsfluß zwischen zwei
Differential-Flächen ist proportional zu ihrem geometrischen Term6. Der geometrische Term ist
symmetrisch. Er nimmt quadratisch mit der Entfernung der beiden Differential-Flächen ab. Je
orthogonaler die beiden Differential-Flächen zu ihrer Verbindungslinie liegen, desto größer ist der
geometrische Term.
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~n′
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Abbildung 2.4 Radiance-Gleichung: geometrische Situation

6 Aus2.1, 2.2und2.5folgt: d2Φ(x,x′−x) = L(x,x′−x)g(x,x′)dxdx′
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Im Radiosity-Fall ist die gesuchte Radiance richtungsunabhängig, da sowohl emittierende Ra-
diance als auch reflektierende Radiance richtungsunabhängig sind. Die Radiance-Gleichung ver-
einfacht sich zu der folgendendiffusen Radiance-Gleichung:

L(x) = Le(x)+ fr(x)
Z

x′∈S

g(x,x′)L(x′) dx′

Die Struktur der Gleichung bleibt erhalten. Allerdings reduziert sich die Dimensionalität der
gesuchten Funktion von vier auf zwei. Dieser Fall wird als „Radiosity-Fall“ bezeichnet, da die
Radiance in diesem Fall proportional zu der per Definition richtungsunabhängigen radiometri-
schen Größe Radiosity ist. Folglich genügt es, die zweidimensionale Radiosity anstelle der im
allgemeinen vierdimensionalen Radiance zu berechnen.

Die Radiance-Gleichung ist eng mit der klassischen Rendering-Gleichung [Kaj86] verwandt.
Beide Gleichungen haben dieselbe Struktur. Im Gegensatz zur Radiance-Gleichung basiert die
Rendering-Gleichung nicht auf der radiometrischen Größe Radiance, sondern auf der – ebenfalls
vierdimensionalen –two-point-intensity L∗(x,x′). Die beiden Größen stehen in der folgenden Be-
ziehung zueinander:

L∗(x,x′) = g(x,x′)L(x,x′−x)

Den beiden Gleichungen liegen verschiedene Transportmodelle zugrunde (vgl. Abb.2.5). Die
Radiance-Gleichung korrespondiert zu Transporten von einem Punkt über einen Punktin eine
Richtung. Demgegenüber korrespondiert die Rendering-Gleichung zu Transporten von einem
Punkt über einen Punktzu einem Punkt. Der als Grundlage dieser Arbeit ausgewählte Wavelet-
Radiance-Algorithmus von Christensen basiert – wie auch der nicht-Wavelet-basierte Algorithmus
von Immel [ICG86] – auf der Radiance-Gleichung. Andere Wavelet-Radiance-Algorithmen ba-
sieren auf der Rendering-Gleichung [AH93] [Sch94b]. Die Auswahl der Transportgleichung hat
einen großen Einfluß auf die Gestalt und die Eigenschaften der resultierenden Wavelet-basierten
Algorithmen (vgl. Kapitel5).
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(a) gerichteter Transport (Radiance-Gleichung)

��������������������

�
�
�
�
�
�
�

�
�
�
�
�
�
�

�
�
�
�
�
�
�

�
�
�
�
�
�
�

x

x′ x′′

(b) 3-Punkt-Transport (Rendering-Gleichung)

Abbildung 2.5 Transportmodelle im Radiance-Fall
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2.2 Mathematische Werkzeuge

Im vorigen Abschnitt wurde das globale Beleuchtungsproblem durch eine Fredholm-Integralglei-
chung der zweiten Art formalisiert. Die Sprache derlinearen Operatorenhat sich als ein sehr
nützliches Werkzeug für die Beschreibung von Integralgleichungen erwiesen, da die resultieren-
den Ausdrücke übersichtlicher sind und die algebraischen Eigenschaften betonen. Die Radiance-
Gleichung läßt sich wie folgt in der Sprache der linearen Operatoren ausdrücken7:

L = Le+T L bzw. ML = Le mitM≡I−T

T bezeichnet dabei den linearenTransport-bzw.Kerneloperator, der wie folgt definiert ist:

(T L)(x,~ω) ≡
Z

x′∈S

k(x,~ω,x′)L(x′,x−x′) dx′

mit Kernel k(x,~ω,x′)≡ fr(x,~ω,x′−x)g(x,x′) (Radiance-Fall)

(T L)(x) ≡
Z

x′∈S

k(x,x′)L(x′) dx′

mit Kernel k(x,x′)≡ fr(x)g(x,x′) (Radiosity-Fall)

Die Anwendung des Transportoperators kann physikalisch alsein globaler Lichttransport in-
terpretiert werden: Der Transportoperator ordnet einer gegebenen Lichtverteilung diejenige Licht-
verteilung zu, die sich nach der einmaligen Ausbreitung von Licht in die Umgebung und der an-
schließenden Reflexion an der Umgebung einstellt.

Das Lösen der Radiance-Gleichung erfordert formal die Invertierung des linearen Opera-
torsM. Da bei der Interaktion von Licht mit einer Oberfläche stets Energie absorbiert wird,
gilt ||T ||< 1. In diesem Fall existiert die Inverse vonM undM−1Le ist die exakte Lösung der
Radiance-Gleichung. Ferner gilt:

M−1 =
∞
∑
i=0
T i

DieseNeumann-Reiheist das Operator-Analogon zu der geometrischen Reihe8. Im Kontext des
globalen Beleuchtungsproblems besitzt die Neumann-Reihe eine anschauliche physikalische In-
terpretation. Sie formalisiert die Lösungsidee, alle möglichen Lichttransporte in die Umgebung
ausgehend von einer den Lichtquellen zugeordneten Ausgangs-Lichtverteilung zu simulieren. Die
Radiance-Gleichung läßt sich in der Regel nicht analytisch exakt lösen, da u. a. die geometrischen
Verhältnisse in nicht-trivialen Szenen zu komplex sind. Statt dessen begnügt man sich mit der
Berechnung einerapproximativenLösungL̃ durch einenumerische Methode. Die formale Pro-
blembeschreibung wird wie folgt angepaßt:

L̃ ≈ Le+T L̃ bzw. ML̃≈ Le bzw. R≈ 0 mit Residuum R≡ Le−ML̃

Zunächst wird die mathematische Struktur skizziert, die von der eingesetzten Galerkin-Me-
thode vorausgesetzt wird. Im Anschluß daran wird diese numerische Methode ausführlich be-
schrieben. Die Galerkin-Methode überführt diekontinuierlicheRadiance-Gleichung durch die
Verwendung einer endlichen Basis in einediskreteRadiance-Gleichung. Die ersten beiden Ab-
schnitte basieren auf [Arv93]. Danach wird das Gauss-Seidel-Verfahren zum iterativen Lösen der
diskreten Radiance-Gleichung vorgestellt. Schließlich wird der Einsatz von Wavelet-Basen bei
der Diskretisierung der Radiance-Gleichung nach der Galerkin-Methode beschrieben.

7 Die Parameter werden üblicherweise weggelassen.
8 Geometrische Reihe: (1−x)−1 = ∑∞

i=0 xi für |x|< 1
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2.2.1 Hilbert-RaumL2(D)

Als Ausgangs-Vektorraum für die mathematische Handhabung von Radiance-Verteilungen diene
der unendlich-dimensionale VektorraumL2(D) bestehend aus allenquadratisch integrierbaren
Funktionen über dem DefinitionsbereichD mit:

D≡
{

S×Ω, Radiance-Fall

S, Radiosity-Fall

Die beiden Vektorraum-Operationen seien auf natürliche Weise (d. h. punktweise) definiert.
Eine Funktion heißt quadratisch integrierbar, wenn ihr duch die folgende Abbildung ein endlicher
Wert zugeordnet wird:

F 7−→

 Z
D

|F(x)|2dx

1/2

(2.6)

Da die Elemente vonL2(D) Funktionen sind, spricht man auch von einem Funktionenraum.
Das sukzessive Hinzufügen von weiteren Eigenschaften führt zu einer Hierarchie von Vektorraum-
Klassen mit zunehmender mathematischer Struktur: normierte Vektorräume, Banach-Räume und
Hilbert-Räume. Die Galerkin-Methode zum approximativen Lösen von Integralgleichungen setzt
die starke Hilbert-Raum-Struktur voraus. Zuordnung2.6 ist eine Norm – die sog. 2-Norm|| · ||2 –
aufL2(D). Darüber hinaus ist der mit der 2-Norm ausgestattete VektorraumL2(D) ein Banach-
Raum, da auch die Vollständigkeits-Eigenschaft erfüllt ist. Der mit der 2-Norm ausgestattete
VektorraumL2(D) ist sogar ein Hilbert-Raum, da zudem die 2-Norm von dem wie folgt definierten
(Standard-)Skalarprodukt für Funktionenräume induziert wird:

< F,G >≡
Z

D

F(x)G(x) dx

Hilbert-Räume haben einen „geometrischen Beigeschmack“, da sich mit Hilfe des Skalarpro-
duktsOrthogonalitätundOrthogonalprojektiondefinieren lassen. Zwei FunktionenF,G∈ L2(D)
sind genau dannorthogonalzueinander (F ⊥ G), wenn ihr Skalarprodukt Null ergibt. Die Ortho-
gonalprojektion auf eine BasisfunktionB∈ L2(D) ist wie folgt definiert:

F 7−→< F,B∗ > B

B∗ bezeichnet die zuB dualeBasisfunktion. Für die weiteren theoretischen Überlegungen
werden stets Orthonormalbasen vorausgesetzt. Da Orthonormalbasen selbst-dual sind, kannB∗ in
der o. g. Definition durchB ersetzt werden.

Für das Verständnis der Galerkin-Methode ist von zentraler Bedeutung, daß die Elemente
eines Hilbert-Raums durch die Projektion in einen geeigneten (endlich-dimensionalen) Unterraum
approximiert werden können.

2.2.2 Galerkin-Methode

Die Galerkin-Methode gehört zu der Klasse derFinite-Basis-Methoden. Das Grundkonzept von
Finite-Basis-Methoden besteht darin, die Suche nach einer geeigneten approximativen Lösung
der Integralgleichung auf einen vorgegebenenn-dimensionalen UnterraumXn ⊂ L2(D) zu be-
schränken. Finite-Basis-Methoden führen schließlichzu einemLinearen Gleichungssystem(LGS),
durch das die n Koeffizienten{L1, . . . ,Ln} von L̃ bzgl. einer vorgegebenen Basis vonXn implizit
definiert sind. Alle Finite-Basis-Methoden haben wenigstens die folgenden beiden Freiheitsgrade
gemeinsam, die die Güte der Approximation und die Effizienz der Methode entscheidend beein-
flussen:
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Auswahl des UnterraumsXn Die exakte LösungM−1Le∈L2(D) kann nur durch Funktionen in
Xn approximiert werden.

Auswahl einer Basis fürXn Die Komplexität der Methode kann z. B. durch den Einsatz einer
Wavelet-Basis asymptotisch reduziert werden.

Für die folgenden Betrachtungen seien ein geeigneter UnterraumXn und eine geeignete Basis
{B1, . . . ,Bn} für Xn fixiert. Verschiedene Kriterien zur formalen Definition von „R≈ 0“ – und da-
mit zur Auswahl voñL ∈ Xn – führen zu verschiedenen Finite-Basis-Methoden (vgl. Tabelle2.3).
Die Kriterien der Least-Squares-Methode und der Galerkin-Methode unterscheiden sich nur im
involvierten Unterraum: Bild vonXn unterM bzw. Xn selbst. Das Bild vonXn unterM ist ein
UnterraumYm⊂ L2(D) der Dimensionm, m≤ n.

Finite-Basis-Methoden Kriterien zur Auswahl der Approximation

Collocation Sei{x1, . . . ,xn} ⊂D
R(xi) = 0 ∀ 1≤ i ≤ n

Least-Squares R⊥Ym mit Ym≡ ImM|Xn

Galerkin R⊥ Xn

Tabelle 2.3 Finite-Basis-Methoden und zugrunde liegende Approximations-Kriterien

0Ym

R Le

ML̃

(a) Least-Squares-Methode

0 Ym
Xn

R Le

ML̃

(b) Galerkin-Methode

Abbildung 2.6 Geometrische Darstellung der Projektionsmethoden

Die Least-Squares-Methode ist eineProjektionsmethode, daLe orthogonal aufYm projiziert
wird (vgl. Abbildung2.6(a)). Unter allen Funktionen inXn wird eine FunktioñL mit in bezug auf
die 2-Norm minimalem korrespondierendem Residuum ausgewählt. In diesem Sinn selektiert die
Least-Squares-Methode eineoptimale9 Approximation.

Die Galerkin-Methode zählt ebenfalls zu den Projektionsmethoden. Sie projiziertLe ortho-
gonal aufXn und somit i. a. schief aufYm (vgl. Abbildung2.6(b)). Die Approximation ist daher
im Least-Squares-Sinn i. a.nicht optimal. Falls jedochXn und Ym „ähnlich“ sind10, so ist die

9 Wünschenswert wäre die Minimierung des tatsächlichen FehlersL− L̃. Da L jedoch nicht bekannt ist, begnügt
man sich mit der Minimierung des „abgebildeten Fehlers“M(L− L̃) = R. Das Bild vonL ist bekannt:ML = Le

10 d. h.M bildetXn „größtenteils“ auf sich selbst ab
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Approximation wenigstens nahezu optimal. Der entscheidende praktische Vorteil gegenüber der
Least-Squares-Methode besteht darin, daß die Matrix-Einträge des resultierenden LGSs leichter
zu berechnen sind. Das zu der Galerkin-Methode korrespondierende LGS (diediskrete Radiance-
Gleichung) läßt sich aus dem Galerkin-Kriterium zur Auswahl der Approximation herleiten (vgl.
Tabelle2.4):

L = Le +TL

R⊥ Xn

⇔ R⊥ Br ∀ 1≤ r ≤ n
Def. Orthogonalität⇔ < Le−ML̃,Br >= 0 ∀ 1≤ r ≤ n

Bilinearität des Skalarprodukts⇔ <M(
n
∑

s=1
LsBs),Br >=< Le,Br > ∀ 1≤ r ≤ n

Lin. vonM, Bilin. und Sym. des SPs⇔
n
∑

s=1
Ls < Br ,MBs >=< Le,Br > ∀ 1≤ r ≤ n

Bilin. des SPs, Orthonorm. der Basis⇔ Lr =< Le,Br > +
n
∑

s=1
< Br ,T Bs > Ls ∀ 1≤ r ≤ n

Tabelle 2.4 Herleitung des zu dem Galerkin-Kriterium korrespondierenden LGSs

L bzw.Le bezeichnet denn-dimensionalen Spaltenvektor bestehend aus den Koeffizienten von
L̃ bzw. der Orthogonalprojektion vonLe auf Xn bzgl. der Basis. Die Einträge der quadratischen
TransportmatrixT werdenTransportkoeffizientengenannt:

Tr←s ≡ < Br ,T Bs >

=


R

x∈S

R
~ω∈Ω

Br(x,~ω)
R

x′∈S
fr(x,~ω,x′−x)g(x,x′)Bs(x′,x−x′) dx′dωdx, Radiance-Fall

R
x∈S

Br(x) fr(x)
R

x′∈S
g(x,x′)Bs(x′) dx′dx, Radiosity-Fall

Ein Transportkoeffizient gibt den Einfluß einerSender-Basisfunktion auf eineEmpfänger-Basis-
funktion an. Die ungewöhnliche Notation der Indizes soll an diese Interpretation erinnern. Die
Integration kann auf den Träger der Empfänger-Basisfunktion und den Träger11 der Sender-Basis-
funktion beschränkt werden. Üblicherweise werden Basisfunktionen mit einem sehr kompakten
Träger eingesetzt, um die Berechnung der Transportkoeffizienten zu vereinfachen. In diesem Fall
spricht man auch von Finite-Elemente-Methoden.

Die Kompaktheit der Träger führt außerdem dazu, daß die Transportmatrix im Radiance-Fall
dünnbesetzt ist. Ein Transportkoeffizient ist höchstens dann verschieden von Null, wenn der Posi-
tionsträger der Empfänger-Basisfunktionsuppp(Br) zumindest teilweise innerhalb des Richtungs-
trägers der Sender-Basisfunktionsuppd(Bs) liegt (vgl. Abbildung2.7). Christensen hat nachge-
wiesen, daß von denn2 Transportkoeffizienten nurO(n1.5) von Null verschieden sein können
[Chr95].

Finite-Basis-Methoden wählen eineapproximativeLösung für eine Integralgleichung aus, die
durch einedriving-function Le und einen Kernel-OperatorT definiert ist. Bemerkenswerter-
weise wählt die Galerkin-Methode dabei gerade dieexakteLösung der „inXn projiziertenInte-
gralgleichung“ aus, die durch die projizierte driving-functionPnLe und den projizierten Kernel-
OperatorPnT Pn definiert ist [Arv93]. Dabei bezeichnetPn : L2(D)−→ Xn den linearen Projek-
tionsoperator, der eine Funktion orthogonal aufXn projiziert.

11 genauer: Positionsträger im Radiance-Fall
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Abbildung 2.7 Transport zwischen Basisfunktionen im Radiance-Fall

2.2.3 Gauss-Seidel-Verfahren

Die approximative Lösung̃L ist durch die diskrete Radiance-Gleichung implizit definiert. Die
explizite Berechnung voñL erfolgt durch das Lösen dieses Linearen Gleichungssystems. Die Be-
rechnung derexaktenLösung des Gleichungssystems durch ein direktes Verfahren (z. B. Gauss-
sches Eliminationsverfahren12) ist in dem konkreten Anwendungsfall zu aufwendig. Darüber hi-
naus ist die Berechnung der exakten Lösung auch nicht notwendig, da selbst die exakte Lösung der
diskreten Radiance-Gleichung nur eine approximative Lösung der ursprünglichenkontinuierlichen
Radiance-Gleichung ist. Statt dessen wird eineapproximativeLösung des Linearen Gleichungs-
systems durch ein iteratives Verfahren (Relaxations-Verfahren) berechnet. Der Zeitaufwand redu-
ziert sich aufO(sn2), wobeisder Anzahl der Iterationsschritte entspricht. Durch den Einsatz einer
Wavelet-Basis bei der Diskretisierung lassen sich Zeit- und Speicheraufwand weiter reduzieren.

DasJacobi-Verfahrenkorrespondiert zu der iterativen Anwendung der ersten Terme derdis-
kretenNeumann-Reihe auf den StartvektorLe. Nachi Iterationen sind gerade alle Lichttransporte
mit bis zui aufeinanderfolgenden Reflexionen simuliert:

L(0) ≡ Le

L(i+1) ≡ Le+TL(i)

DasGauss-Seidel-Verfahrenunterscheidet sich von dem Jacobi-Verfahren durch die Berück-
sichtigung von Zwischenergebnissen während eines Iterationsschrittes:

L(0) ≡ Le

L(i+1)
r ≡ Le,r +

r−1

∑
s=1

Tr←sL
(i+1)
s +

n

∑
s=r+1

Tr←sL
(i)
s ∀1≤ r ≤ n

Das Gauss-Seidel-Verfahren benötigt im Vergleich zum Jacobi-Verfahren nur den halben Spei-
cherplatz für die Darstellung der Radiance-Koeffizienten. Bei der Implementierung des Gauss-
Seidel-Verfahrens genügt ein Vektor für die Verwaltung vonL(i) und L(i+1), da während eines
Iterationsschrittes „alte“ Koeffizienten direkt durch „neue“ ersetzt werden können. Das Jacobi-
Verfahren erfordert hingegen zwei Vektoren, da die Berechnung der neuen Koeffizienten aus-
schließlich auf den alten basiert. Erst nach einem kompletten Iterationsschritt werden die alten
Koeffizienten durch die neuen ersetzt. Außerdem konvergiert das Gauss-Seidel-Verfahren wegen
der Berücksichtigung von Zwischenergebnissen rascher. Nachi Iterationen sind wenigstens alle
Lichttransporte mit bis zui aufeinanderfolgenden Reflexionen simuliert.

12 Zeitkomplexität:O(n3), Speicherkomplexität:O(n2)
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2.2.4 Wavelet-Basen

Die Galerkin-Methode wurde für einen beliebigen endlich-dimensionalen Approximationsraum
und eine beliebige Basis des gewählten Approximationsraums beschrieben. In diesem Abschnitt
wird eine Klasse vonhierarchischenBasen vorgestellt, die sich hauptsächlich aufgrund der folgen-
den Schlüsseleigenschaft für die Diskretisierung der Radiance-Gleichung anbieten: Die Projekti-
on einer (zumindest teilweise) „glatten“ Funktion in eine Wavelet-Basis führt zu „vielen kleinen“
unsignifikantenKoeffizienten. Insbesondere enthält die resultierende Transportmatrix nur „weni-
ge“ signifikanteTransportkoeffizienten. Das Ignorieren aller unsignifikanten Transportkoeffizien-
ten führt zu einer dünnbesetzten Transportmatrix, die den Transportoperator im Vergleich zu der
vollbesetzten Transportmatrix nur geringfügig ungenauer approximiert. Wavelet-basierte globale
Beleuchtungsalgorithmen nutzen gerade diesen Umstand zur deutlichen Reduktion des Zeit- und
Speicheraufwands aus.

Die Wavelet-Theorie hat Wurzeln in der Approximations-Theorie [Dau88] und in der Signal-
verarbeitung [Mal89]. Wavelets haben sich als ein sehr nützliches mathematisches Werkzeug zum
effizienten Lösen von praktischen Problemen in sehr unterschiedlichenAnwendungsbereichen eta-
bliert. In dieser Arbeit steht der Einsatz von Wavelet-Basen im Rahmen der Galerkin-Methode
zum effizientenLösen der Radiance-Integralgleichung im Vordergrund und – gewissermaßen als
Vorstufe – die Wavelet-basierte Approximation vongegebenenFunktionen.

Zunächst soll der Einsatz von Wavelet-Basen zum effizienten Lösen des globalen Beleuch-
tungsproblems motiviert werden. Danach erfolgt eine Einführung in die Wavelet-basierte Funk-
tionsapproximation anhand der einfachsten Wavelet-Basis – der eindimensionalenHaar-Basis.
Anschließend wird die Einführung auf den mehrdimensionalen Fall erweitert, da sowohl die mehr-
dimensionale Radiance-Verteilung als auch der mehrdimensionale Kernel in einer Wavelet-Basis
approximiert werden sollen. Danach wird der Einsatz der Haar-Basis im Rahmen der Diskreti-
sierung der Radiance-Gleichung erläutert. Der von Christensen und in dieser Arbeit verfolgten
Standard-Zerlegung des Transportoperators wird die üblicherweise verwendete Nicht-Standard-
Zerlegung gegenübergestellt. Viele der im Zusammenhang mit der Haar-Basis eingeführten No-
tationen, Konstruktionen und Eigenschaften (z. B. die o. g. Schlüsseleigenschaft) lassen sich auch
auf andere Wavelet-Basen übertragen. Die verschiedenen Wavelet-Basen unterscheiden sich z. B.
im Approximationsraum oder in der Interpretation von „glatt“. Schließlich wird die Auswahl der
Haar-Basis aus der Klasse aller Wavelet-Basen für die Diskretisierung der Radiance-Gleichung
diskutiert.

2.2.4.1 Motivation

Die ersten Finite-Elemente-Methoden zum Lösen des globalen Beleuchtungsproblems waren nicht
Wavelet-basiert13. Die Ausführungen in diesem Abschnitt beziehen sich o. B. d. A. auf den Radi-
osity-Fall. Die Oberflächen der geometrischen Objekte seien jeweils durch ein Netz von pla-
naren Ausgangs-Patches approximiert. Jeder Ausgangs-Patch wird a priori in eine Menge von
Elementenunterteilt(Meshing)und zu jedem Element wird ein mittlerer diffuser Radiance-Wert
verwaltet. Diese Vorgehensweise läuft auf den Einsatz einer kanonischen Basis bestehend aus
Box-Funktionen hinaus, deren Träger mit den Elementen übereinstimmen. Der Approximations-
raum umfaßt folglich alle über den Elementen konstanten Funktionen.

Diese nicht-hierarchischen Algorithmen sind hinsichtlich der folgenden beiden Aspekte nicht
optimal:

Meshing Optimal wäre eine feine Unterteilung in Bereichen mit großen Radiance-Gradienten
und eine grobe Unterteilung in den übrigen Bereichen. Im Rahmen eines a priori Meshings

13 [ICG86] (Radiance-Fall) bzw. [GTGB84] (Radiosity-Fall)
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werden die Ausgangs-Patches jedoch häufig vergleichsweise entweder zu grob oder zu fein
unterteilt. Eine zu grobe Unterteilung hat einen negativen Einfluß auf die Genauigkeit und
eine zu feine Unterteilung wirkt sich ungünstig auf die Effizienz aus.

Transport zwischen Basisfunktionen Selbst unter der Voraussetzung eines optimalen Meshings
geht sehr viel Effizienz dadurch verloren, daß zwischenallen Basisfunktionen Licht trans-
portiert wird. Zur Veranschaulichung diene eine synthetische Szene bestehend aus einer
Wand und zwei Lichtquellen mit unterschiedlichen Abständen zur Wand. Der Transport
von der nah plazierten Lichtquelle zur Wand erfordert eine feine Unterteilung der Wand,
um die resultierende stark variierende Lichtverteilung gut approximieren zu können. Folg-
lich wird die Wand bei einem optimalen Meshing fein unterteilt. Der Transport von der
entfernt plazierten Lichtquelle zur Wand erfordert hingegen keine feine Unterteilung der
Wand, da die resultierende Lichtverteilung kaum variiert. Trotzdem wird auch in diesem
Fall Energie zu allen Basisfunktionen der Wand transportiert. Dieser Lichttransport wird
„zu genau“ berechnet.

Wavelet-basierte Algorithmen verwalten für jeden Ausgangs-Patch – neben einerGlättefunk-
tion – eine dynamisch wachsende Hierarchie vonDetailfunktionen. Das zu den feinsten Auf-
lösungsstufen der Hierarchien korrespondierende Meshing strebt mit der Zeit adaptiv gegen ein
optimales Meshing. Die Transporte zwischen den Ausgangs-Patches finden dabei auf einem hin-
sichtlich einer vorgegebenen Fehlertoleranz geeignetenlevel-of-detailstatt. Die synthetische Sze-
ne diene weiter als Beispiel: Von der nah plazierten Lichtquelle wird Energie zu allen Basisfunk-
tionen der Wand-Hierarchie transportiert. Die Transporte entsprechen qualitativ und quantitativ
den Transporten zu allen Box-Funktionen im nicht-hierarchischen Fall. Demgegenüber wird von
der entfernt plazierten Lichtquelle Energie nur zu der Glättefunktion und zu „wenigen groben“ De-
tailfunktionen in der Spitze der Wand-Hierarchie transportiert. Die Transporte zu den „vielen fei-
nen“ Detailfunktionen können ignoriert werden, da sie – in diesem Fall aufgrund der Entfernung –
unsignifikant sind.

2.2.4.2 Eindimensionale Haar-Basis

In diesem Abschnitt stehe das folgende Problem im Vordergrund: Gegeben seien eine Funktion
f ∈ L2(D) mit D ≡ [0,1[ und eine festeAuflösungsstufe r, r ≥ 0. Gesucht sei eine gute Appro-
ximation von f in dem Approximationsraum Vr ⊂ L2(D). V j bezeichne dabei fürj ≥ 0 den
Hilbert-Raum aller stückweise konstanten Funktionen überD, die höchstens an den Vielfachen
von 2− j eine Unstetigkeit aufweisen (dimVj = 2 j ).

Das Problem kann in bezug auf die 2-Norm optimal durch die Orthogonalprojektion vonf
auf eine Basis vonVr gelöst werden. Der Einsatz einer Wavelet-Basis hat gegenüber dem Einsatz
der kanonischen Basis bestehend aus Box-Funktionen den großen Vorteil, daß (zumindest teilwei-
se) „glatte“ Funktionen durch „viele kleine“ Koeffizienten approximiert werden. Das Ignorieren
derartiger Koeffizienten führt zu einerkompaktenDarstellung einernahezu optimalen14 Approxi-
mation.

Diekanonische Basisdes ApproximationsraumsV j ist wie folgt definiert (vgl. Abbildung2.8):

KV j ≡ {φ j
i (x) | 0≤ i < 2 j} mit φ j

i (x)≡ φ(2 j x− i)

und φ(x)≡
{

1, x∈ D

0, sonst

14 Der quadratische Fehler in bezug auf die 2-Norm entspricht – bei Verwendung einer Orthonormalbasis – gerade
der Summe der Quadrate aller ignorierten Koeffizienten [SDS95].
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Abbildung 2.8 Kanonische Basen von Approximations- und Komplementräumen der
ersten Auflösungsstufen (1D). Die Haar-Basis von V2 ist durch die gestrichelte Linie ge-
kennzeichnet.

Die Basisfunktionen werdenSkalierungsfunktionengenannt. Alle Skalierungsfunktionenφ j
i er-

geben sich durch (Parameter-)Skalierungund (Parameter-)Translationausgehend von der Mutter-
Skalierungsfunktionφ. Der obere Indexj gibt die Auflösungsstufe an und der untere Indexi
selektiert den Träger. Auf der gröbsten Auflösungsstufe 0 befindet sich genau eine Basisfunk-
tion – nämlich die Mutter-Skalierungsfunktion. Zu jeder Skalierungsfunktion existieren auf der
nächstfeineren Auflösungsstufe genau zwei Skalierungsfunktionen, deren Träger gerade mit den
Trägerhälften der ursprünglichen Basisfunktion übereinstimmen15. Folglich haben alle Skalie-
rungsfunktionen einer Auflösungsstufe dieselbe Trägergröße, so daß der obere Indexj auch die
Skalierung angibt. Ein Skalierungsfunktion-Koeffizient korrespondiert zu dem mittleren Funkti-

onswert vonf über dem Träger. Die kanonische Basis ist orthogonal. Durch die Skalierung mit 2
j
2

ergibt sich eine Orthonormalbasis.

Die folgenden Unterräume haben eine zentrale Bedeutung für die Konstruktion einer Wavelet-
Basis eines Approximationsraums:

Wj ≡ {g∈V j+1 | g⊥ h ∀h∈V j} ⊂V j+1

DaV j ⊂V j+1 gilt, ist W j der (orthogonale) KomplementraumvonV j in V j+1. Informell enthält
W j – neben der Nullfunktion – diejenigen Funktionen, die für die Erweiterung der Funktionen aus
V j zu Funktionen ausV j+1 benötigt werden. Man schreibt:

V j+1 = V j ⊕W j (2.7)

Insbesondere läßt sich jede Basis vonV j durch jede Basis vonWj zu einer Basis vonV j+1 er-
gänzen. Die Dimension vonW j entspricht der Dimension vonV j+1 abzüglich der Dimension von
V j (dimWj = 2 j).

Die kanonische Basisdes KomplementraumsWj ist wie folgt definiert (vgl. Abbildung2.8):

KWj ≡ {ψ j
i (x) | 0≤ i < 2 j} mit ψ j

i (x)≡ ψ(2 j x− i)

und ψ(x)≡


1, x∈ [0, 1

2[
−1, x∈ [1

2,1[
0, sonst

Die Basisfunktionen werdenWaveletsgenannt. Im eindimensionalen Fall ergeben sich alle Wave-
letsψ j

i – analog zu den Skalierungsfunktionen – durchSkalierungundTranslationausgehend von

15 Auf diese Weise ist auf der Menge aller Skalierungsfunktionen eineEltern-Kind-Beziehungdefiniert.
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dem Mutter-Waveletψ. Zu jeder Skalierungsfunktionφ j
i existiert genau ein korrespondierendes

Waveletψ j
i mit identischem Träger. Ein Wavelet-Koeffizient korrespondiert zu der Abweichung

des mittleren Funktionswertes vonf über der linken (bzw. rechten) Trägerhälfte von dem mittleren
Funktionswert vonf über dem gesamten Träger. Diese Basis ist ebenfalls orthogonal bzw. nach
der Skalierung mit 2

j
2 sogar orthonormal.

DieHaar-Basisdes ApproximationsraumsV j ist definiert als die Vereinigung der kanonischen
Basen aller zueinander orthogonalen Unterräume, die sich durch die Auflösung der Rekursion in
Gleichung2.7ergeben:

HV j ≡KV0 ∪
j−1[
j′=0

KW j′ (2.8)

In der Abbildung2.8 ist die Haar-Basis vonV2 durch eine gestrichelte Linie gekennzeichnet. Die
Haar-Basis hat einenhierarchischenAufbau: Sie besteht aus genau einer Skalierungsfunktion
auf der obersten Auflösungsstufe und „einer Pyramide“ von Wavelets auf verschiedenen Auf-
lösungsstufen. Die Eltern-Kind-Beziehung auf der Menge aller Wavelets induziert eine Eltern-
Kind-Beziehung auf der Menge aller Basisfunktionen der Haar-Basis, wobei das Mutter-Wavelet
als Kind der Mutter-Skalierungsfunktion definiert ist. Der Skalierungsfunktion-Koeffizient kor-
respondiert zu dem mittleren Funktionswert vonf über dem gesamten DefinitionsbereichD. Ein
Wavelet-Koeffizient kodiert die zu dem korrespondierenden Träger gehörigeDetailinformation.
Die Haar-Basis ist orthogonal bzw. – wenn sich die Konstruktion auf normierte kanonische Basen
stützt – sogar orthonormal.

Kompakte Funktionsapproximation
Die Schlüsseleigenschaft ist eine Folge der Orthogonalität von Wavelets zu Polynomen nied-

rigen Grades (vanishing-moment-property)16. Eine Funktiong ∈ L2(D) hat genau dannm ver-
schwindende Momente, wenng zu allen Monomenx 7→ xd vom Gradd mit 0≤ d < morthogonal
ist17. Im Rahmen der kompakten Funktionsapproximation werden folglich diejenigen Funktionen
als „glatt“ eingestuft, die „gut“ durch ein Polynom vom Grad< m approximiert werden können.
Die Anzahl der verschwindenden Momente der Wavelets einer Wavelet-Basis ist daher ein Maß
für das Kompressions-Potential einer Wavelet-Basis. Die Haar-Wavelets haben „nur“ ein ver-
schwindendes Moment, da sie zwar orthogonal zu allen konstanten Funktionen, aber nicht zu
allen linearen Funktionen sind. In diesem Fall werden lediglich nahezu konstante Teilfunktionen
von f als „glatt“ eingestuft und somit durch „kleine“ Wavelet-Koeffizienten approximiert.

Abbildung 2.9 veranschaulicht die Wavelet-basierte kompakte Funktionsapproximation an-
hand eines Beispiels. Abbildung (i) zeigt die optimale Approximation vonf in dem Approximati-
onsraumV4 bzgl. der kanonischen Basis. Die Abbildungen (a), (b), (d), (f) und (h) zeigen dieselbe
Approximation bzgl. der Haar-Basis. Die optimale Approximation ist jeweils durch 16 Koeffizi-
enten eindeutig definiert. Ignoriert man die acht betragsmäßig kleinsten Wavelet-Koeffizienten18,
so ergibt sich eine kompakte nahezu optimale Approximation. Abbildung (j) zeigt diese Approxi-
mation bzgl. der kanonischen Basis. Unsignifikante Details in „glatten“ Bereichen gehen verloren.
Signifikante Details in Bereichen mit großen Gradienten bleiben erhalten.

16 Ein formaler Beweis der Schlüsseleigenschaft mit Hilfe der Taylor’schen Formel ist z. B. in [Sch94b] dokumen-
tiert.

17 äquivalent:. . . , wenn die Orthogonalprojektion derartiger Monome aufg die Nullfunktion ergibt.
18 Die korrespondierenden Wavelets sind in der Abbildung2.9dünner dargestellt.
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(a)V0-Approximation (b) W0-Approximation

(c) V1-Approximation (d) W1-Approximation

(e)V2-Approximation (f) W2-Approximation

(g) V3-Approximation (h) W3-Approximation

(i) V4-Approximation (16 Koeffizienten) (j) kompakteV4-Approximation (8 Koeffizienten)

Abbildung 2.9 Wavelet-basierte kompakte Approximation von f (x)≡ 0.3+(1−x)2 sin(2πx)
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Effiziente Basistransformation
Jede Skalierungsfunktion und jedes Wavelet läßt sich als Linearkombination von Skalierungs-

funktionen der nächstfeineren Auflösungsstufe ausdrücken und jede Skalierungsfunktion läßt sich
umgekehrt als Linearkombination von Skalierungsfunktionen und Wavelets der nächstgröberen
Auflösungsstufe ausdrücken. Diesetwo-scale-relationshipfolgt aus Gleichung2.7. Insbesonde-
re sind aufgrund der Konstruktion von Wavelet-Basen jeweils nur wenige Basisfunktionen in die
Beziehung involviert. Die Beziehung ist ferner translations- und skalierungsinvariant. Die two-
scale-relationship für die unnormierte Haar-Basis ist vollständig durch die folgende 2×2-Matrix
definiert19:

W =
(

1 1
1 −1

)
Für alle j ≥ 0 undi ∈ {0, . . . ,2 j −1} gilt:(

φ j
i

ψ j
i

)
= W

(
φ j+1

2i

φ j+1
2i+1

)
bzw.

(
φ j+1

2i

φ j+1
2i+1

)
= W−1

(
φ j

i

ψ j
i

)

Weiter gilt für die korrespondierenden Koeffizienten [Gor95]:(
cφ j

i

cψ j
i

)
= W−T

(
cφ j+1

2i

cφ j+1
2i+1

)
bzw.

(
cφ j+1

2i

cφ j+1
2i+1

)
= WT

(
cφ j

i

cψ j
i

)

Die two-scale-relationship ermöglicht ein effizientes „Navigieren“ zwischen benachbarten
Auflösungsstufen. Insbesondere lassen sich unter Ausnutzung dieser Beziehung die Darstellungen
einer Funktion bzgl. der kanonischen Basis und bzgl. einer Wavelet-Basis durch einenPyrami-
denalgorithmuseffizient ineinander überführen.

Die Transformation von der kanonischen Basis in eine Wavelet-Basis erfolgt durch einebot-
tom-upTraversierung der Koeffizienten-Pyramide mittelsW−T . Die in einer Stufe berechneten
Wavelet-Koeffizienten gehören zur Ausgabe und die berechneten Skalierungsfunktion-Koeffizien-
ten dienen als Eingabe für die nächste Stufe. Der Koeffizient der Mutter-Skalierungsfunktion
gehört ebenfalls zur Ausgabe. Da sich die Problemgröße mit jeder Stufe halbiert, ergibt sich
insgesamt nur einelineareZeitkomplexität. Eine klassische Basistransformation durch Anwen-
dung einer Transformationsmatrix hat demgegenüber eine quadratische Zeitkomplexität. Die in-
verse Transformation von einer Wavelet-Basis in die kanonische Basis erfolgt durch einetop-
down Traversierung der Koeffizienten-Pyramide mittelsWT . Die in einer Stufe berechneten
Skalierungsfunktion-Koeffizienten dienen als Eingabe für die nächste Stufe. Die in der untersten
Stufe berechneten Skalierungsfunktion-Koeffizienten bilden die Ausgabe. Die Zeitkomplexität ist
ebenfalls linear.

2.2.4.3 Mehrdimensionale Haar-Basis

Viele der im eindimensionalen Fall eingeführten Notationen, Konstruktionen und Eigenschaften
lassen sich auf den mehrdimensionalen Fall übertragen. Im folgenden werden nur die modifizier-
ten und zusätzlichen Aspekte beschrieben. Die zu approximierende Funktionf ∈ L2(D) habe nun
den DefinitionsbereichD ≡ [0,1[d mit d > 1. Der ApproximationsraumV j

dD bestehe aus allen
stückweise konstanten Funktionen überD, die pro Dimensionhöchstens an den Vielfachen von
2− j eine Unstetigkeit aufweisen (dimVj

dD = 2d j). Ein gebräuchliches Prinzip zur Konstruktion
von mehrdimensionalen Basen besteht darin, eindimensionale Basisfunktionen durchTensorpro-
duktbildungzu mehrdimensionalen Basisfunktionen zu kombinieren.

19 Im normierten Fall ist die Beziehung analog durchW′ mit W′ ≡ 1√
2
W definiert.
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Abbildung 2.10 Kanonische Basen von Approximations- und Komplementräumen
(Nicht-Standard-Konstruktion) der ersten Auflösungsstufen (2D). Weiße/graue/schwarze
Bereiche korrespondieren zu den Funktionswerten +1/0/−1 (ohne Normierung). Die
Nicht-Standard-Haar-Basis von V2

2D ist durch die gestrichelte Linie gekennzeichnet.

Die kanonische Basis des ApproximationsraumsV j
dD ist wie folgt definiert (vgl. Abb.2.10):

KV j
dD
≡ {φ . . .φ j

(i1,... ,id)(x1, . . . ,xd) | 0≤ i1, . . . , id < 2 j} mit

φ . . .φ j
(i1,... ,id)(x1, . . . ,xd)≡ φ j

i1(x1) · . . . ·φ j
id
(xd)

Alle Skalierungsfunktionenφ . . .φ j
(i1,... ,id) ergeben sich durch (simultane Parameter-)Skalierung

und (Parameter-)Translation ausgehend von der Mutter-Skalierungsfunktionφ . . .φ. Der Träger
wird durch einen Multiindex(i1, . . . , id) selektiert. Zu jeder Skalierungsfunktion existieren auf
der nächstfeineren Auflösungsstufe genau 2d Skalierungsfunktionen, deren Träger gerade mit den
Teilträgern übereinstimmen, die sich durch eine Halbierung des Trägers der ursprünglichen Ska-
lierungsfunktionpro Dimensionergeben20. Die Basis ist orthogonal. Wenn bei der Tensorpro-
duktbildung normierte eindimensionale Skalierungsfunktionen verwendet werden, ist die Basis
sogar orthonormal.

Im mehrdimensionalen Fall gibt eszweigebräuchliche kanonische Basen für die orthogonalen
KomplementräumeWj

dD vonV j
dD in V j+1

dD (dimWj
dD = (2d−1)2d j):

KW j
dD
≡
{
{b1 . . .bd | ∀i : bi ∈HV j ∪KW j , ∃i ′ : bi′ ∈KW j}, Standard-Konstruktion

{b1 . . .bd | ∀i : bi ∈KV j ∪KW j , ∃i ′ : bi′ ∈KW j}, Nicht-Standard-Konstruktion

Da die Konstruktion von mehrdimensionalen Haar-Basen analog zum eindimensionalen Fall auf-
bauend auf einer kanonischen Basis für die Komplementräume erfolgt (vgl. Definition2.8), exi-
stieren im mehrdimensionalen Fall zwei gebräuchliche Haar-Basen: dieStandard-Haar-Basis und

20 Eltern-Kind-Beziehung auf der Menge aller Skalierungsfunktionen
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die Nicht-Standard-Haar-Basis. Ausgehend von der eindimensionalen Haar-Basis besteht die
Standard-Haar-Basis gerade aus allen möglichen Tensorprodukten. Insbesondere werden dabei
BasisfunktionenverschiedenerAuflösungsstufen miteinander kombiniert. Demgegenüber werden
bei der Nicht-Standard-Haar-Basis unter Hinzunahme von Skalierungsfunktionen nur Funktionen
derselbenAuflösungsstufe miteinander kombiniert, wobei die ausschließliche Kombination von
Skalierungsfunktionen nur auf der gröbsten Auflösungsstufe erlaubt ist. Folglich gilt die folgende
Aussage nur im Nicht-Standard-Fall: Alle Wavelets einer Auflösungsstufe habenpro Dimension
dieselbe Trägergröße.

Die Nicht-Standard-Haar-Basis kann als die „natürlichere“ Erweiterung der eindimensiona-
len Haar-Basis angesehen werden (vgl. Abbildung2.10): Alle Wavelets ergeben sich durch
(simultane Parameter-)Skalierung und (Parameter-)Translation ausgehend von 2d − 1 Mutter-
Waveletsφ . . .φψ, . . . ,ψ . . .ψψ. Zu jeder Skalierungsfunktionφ . . .φ j

(i1,... ,id) existiert vonjedem

dieser Typent genau ein Wavelett j
(i1,... ,id) mit identischem Träger. Die Eltern-Kind-Beziehung

auf der Menge aller Wavelets gleichen Typs induziert eine Eltern-Kind-Beziehung auf der Men-
ge aller Basisfunktionen der Haar-Basis, wobei die Mutter-Wavelets als Kinder der Mutter-
Skalierungsfunktion definiert sind.

2.2.4.4 Standard-Zerlegung des Transportoperators

Im Rahmen der Diskretisierung der Radiance-Gleichung wird dieNicht-Standard-Haar-Basis zur
Approximation der mehrdimensionalen21 Radiance-Verteilung eingesetzt. Die Nicht-Standard-
Konstruktion wird der Standard-Konstruktion hauptsächlich deswegen vorgezogen, weil die kor-
respondierenden Radiance-Koeffizienten aufgrund der „natürlicheren“ Erweiterung in einfachen
Baum-Datenstrukturen verwaltet werden können (vgl. Abschnitte4.1.1.1bzw. 3.1.1.1).

Die Transportkoeffizienten lassen sich in diesem Fall als Koeffizienten des in eineinduzierte
Standard-Haar-Basis projizierten mehrdimensionalen22 Kernels interpretieren:

Tr←s =< k,Br ⊗Bs >

Im Unterschied zu der Beschreibung im Abschnitt2.2.4.3liegt der Tensorprodukt-Konstruktion
nicht die eindimensionale Haar-Basis zugrunde, sondern die mehrdimensionale Nicht-Standard-
Haar-Basis. Da der Kernel implizit bzgl. einer Standard-Haar-Basis approximiert wird, spricht
man auch von derStandard-Zerlegungdes Transportoperators. Bei der Standard-Zerlegung kön-
nenalle Radiance-Basisfunktionen über die Auflösungsstufen hinweg miteinander interagieren.

Bei der alternativenNicht-Standard-Zerlegungdes Transportoperators wird der Kernel bzgl.
der Nicht-Standard-Haar-Basis approximiert. Die Nicht-Standard-Zerlegung setzt die Approxi-
mation der Radiance-Verteilung bzgl. eines linear abhängigenErzeugendensystemsbestehend aus
der Nicht-Standard-Haar-Basisund den korrespondierenden Skalierungsfunktionen voraus. Die-
se „Über-Repräsentation“ der Radiance-Verteilung ist charakteristisch für eine Nicht-Standard-
Zerlegung. In diesem Fall können nur Radiance-Funktionen des Erzeugendensystemsdersel-
benAuflösungsstufe miteinander interagieren, wobei die Interaktion von Skalierungsfunktionen

21 vierdimensionalen (Radiance-Fall) bzw. zweidimensionalen (Radiosity-Fall)
22 achtdimensionalen (Radiance-Fall) bzw. vierdimensionalen (Radiosity-Fall) – der im Radiance-Fall gemäß der

Def. in Abschnitt2.2sechsdimensionale Kernel wird wie folgt um einen zusätzlichen Richtungsparameter~ω′ erweitert:

k(x,~ω,x′,~ω′)≡
{

k(x,~ω,x′), ~ω′ = x−x′

0, sonst
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nur auf der gröbsten Auflösungsstufe erlaubt ist. Die Darstellungen einer Funktion bzgl. der
kanonischen Basis und bzgl. dieses Erzeugendensystems lassen sich durch einen leichtmodifi-
ziertenPyramidenalgorithmus effizient ineinander überführen. Die Modifikation beschränkt sich
auf die zusätzliche Berücksichtigung der Skalierungsfunktion-Koeffizienten in jeder Stufe. Da
die Radiance-Verteilung bei der Nicht-Standard-Zerlegung „über-repräsentiert“ ist, muß die Dar-
stellung nach jeder Anwendung der Transportmatrix in einekonsistenteForm gebracht werden.
Dieses Problem läßt sich effizient durch den folgenden zweistufigen Ansatz lösen. Zunächst wird
die „Über-Repräsentation“ mittels eines modifizierten top-down Pyramidenalgorithmus in eine
Darstellung bzgl. der kanonischen Basis überführt(Push). Danach wird diese Darstellung mittels
eines modifizierten bottom-up Pyramidenalgorithmus in eine konsistente „Über-Repräsentation“
überführt(Pull).

Der Einsatz von Wavelet-Basen zur effizienten Anwendung von Integraloperatoren auf Funk-
tionen basiert auf [BCR91]. Beylkin hat bewiesen, daß eine große Klasse von Integralopera-
toren, deren Kernel gewisse allgemeine Glätte-Kriterien erfüllen, durch Matrizen bestehend aus
O(nlogn) (Standard-Zerlegung) bzw.O(n) (Nicht-Standard-Zerlegung) signifikanten Einträgen
bei einer vorgegebenen Fehlertoleranz approximiert werden können. Die korrespondierenden
Konstanten hängen von dem Kompressions-Potential der eingesetzten Wavelet-Basis ab. Beide
Zerlegungen sind der Projektion des Kernels in eine nicht-hierarchische Basis mit ihrenn2 Koef-
fizienten deutlich überlegen. Da der Transportkernel – bei Ignorierung der Sichtbarkeitsfunktion
– die o. g. Glätte-Kriterien erfüllt23[Sch94b], lassen sich Beylkins Ergebnisse auf das Lösen der
Radiance-Integralgleichung übertragen. Christensen verfolgt trotz der etwas schlechteren asymp-
totischen Komplexität die Standard-Zerlegung des Transportoperators, da diese nach den prakti-
schen Erfahrungen verschiedener Autoren häufig zu einer dünner besetzten Transportmatrix führt.

2.2.4.5 Auswahl einer Wavelet-Basis

Die Haar-Basis ist „nur“ der einfachste Vertreter einer großen Klasse von Wavelet-Basen. Im Rah-
men der Diskretisierung der Radiance-Gleichung sind alternativ u. a. Flatlets bzw. Multiwavelets
[GSCH93] [Sch94b] und Coiflets bzw. Splinelets [Chr95] eingesetzt worden. Bei der Auswahl
einer Wavelet-Basis gilt es, diverse wünschenswerte Eigenschaften gegeneinander abzuwägen.

Beispielsweise besteht ein enger Zusammenhang zwischen dem Kompressions-Potential und
dem Quadratur-Aufwand: Einerseits weist die Haar-Basis im Vergleich zu den o. g. alternativen
Wavelet-Basen nur ein geringes Kompressions-Potential auf. Andererseits lassen sich die ein-
zelnen Transportkoeffizienten vergleichsweise effizient berechnen. Eine Erhöhung des Kompres-
sions-Potentials ist mit einer Verbreiterung der Träger der Basisfunktionen und/oder mit einer
Erhöhung der polynomiellen Ordnung der Basisfunktionen verbunden. In beiden Fällen erhöht
sich der Aufwand für die Berechnung eines einzelnen Transportkoeffizienten und der Aufwand
für die Abschätzung seiner Signifikanz.

Ein anderer Aspekt ist die Stetigkeit der Basisfunktionen. Eine bzgl. einer Wavelet-Basis
höherer polynomieller Ordnung über einem Ausgangs-Patch repräsentierte Radiance-Verteilung
eignet sich direkt für die Ausgabe. Demgegenüber weist eine bzgl. der Haar-Basis repräsentierte
Radiance-Verteilung an den Grenzen der Teilträger i. a. visuell störende Helligkeitssprünge auf. In
diesem Fall ist eine „Glättung“ der berechneten Radiance-Verteilung bei der graphischen Ausgabe
durch eineRekonstruktionsmethode – z. B. Gouraud-Shading oder Final-Gathering – erforderlich.

Die Dimension vonV0 sollte möglichst gering sein. Im Radiance-Fall gilt:b Skalierungsfunk-
tionen zum Aufspannen vonV0 implizierenb4 Skalierungsfunktionen zur Darstellung der vierdi-
mensionalen Radiance-Verteilung über einem Ausgangs-Patch auf der gröbsten Auflösungsstufe

23 Die Argumentation basiert u. a. auf der quadratischen Abnahme des Kernels mit der Entfernung zwischen zwei
Oberflächenpunkten.
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bzw. b8 Skalierungsfunktionen zur Darstellung des Transports zwischen zwei Ausgangs-Patches
auf der gröbsten Auflösungsstufe. Die Haar-Basis ist diesbezüglich mitb = 1 optimal. Ferner
sollten sich die Translierten einer Skalierungsfunktion bzw. die Translierten eines Wavelets in-
nerhalb einer Auflösungsstufe nicht überlappen. Dadurch vereinfachen sich die Datenstrukturen
zur Verwaltung der Radiance-Koeffizienten. Eine weitere sehr wünschenswerte Eigenschaft ist
die Orthonormalität. Orthonormalbasen sind insbesondere selbst-dual. Die Haar-Basis erfüllt die
beiden letztgenannten Eigenschaften.

Christensen hat den Einsatz von Haar-Wavelets, Coiflets und Splinelets untersucht. Aufgrund
seiner experimentellen Ergebnisse und nach Abwägung der o. g. Aspekte hat er sich für die Ver-
wendung der Haar-Basis entschieden.

2.3 Basis-Algorithmus

In diesem Abschnitt wird das Grundgerüst eines Wavelet-basierten globalen Beleuchtungsalgo-
rithmus vorgestellt. Als Eingabe erwartet der Algorithmus eine statische synthetische Szene
bestehend aus einer Menge von dreidimensionalen geometrischen Objekten mit wohldefinierten
optischen Oberflächeneigenschaften24. Der Algorithmus berechnet zunächst eine Approximati-
on der resultierenden Radiance-Verteilung auf Basis des im Abschnitt2.1 vorgestellten physika-
lisch basierten Beleuchtungsmodells mit Hilfe der im Abschnitt2.2eingeführten mathematischen
Werkzeuge. Insbesondere wird die Standard-Zerlegung des Transportoperators verfolgt, wobei die
Radiance-Verteilung explizit bzgl. Nicht-Standard-Haar-Basen repräsentiert wird. Danach erfolgt
die graphische Ausgabe der berechneten Radiance-Verteilung.

Die Berechnung umfaßt i. w. die folgenden beiden fundamentalen Operationen:

Aufstellen der Transportmatrix bzw. Berechnung der signifikanten Transportkoeffizienten

Lösen der diskreten Radiance-Gleichungbzw. Durchführung von Matrix-Vektor-Multiplikati-
onen (Gauss-Seidel-Iterationen)

Die spezielle Charakteristik des globalen Beleuchtungsproblems beeinflußt das Design des Al-
gorithmus entscheidend. Im Vergleich zu anderen verwandten Anwendungsproblemen wird der
gesamte Berechnungsaufwand von dem Aufwand für das Aufstellen der Matrix dominiert. Ein
Transportkoeffizient ist als mehrdimensionales Integral definiert. Zudem hängt jeder Kernel-Wert
bedingt durch die Sichtbarkeitsfunktion von der kompletten Szenengeometrie ab. Demgegenüber
konvergiert das Gauss-Seidel-Verfahren numerisch i. a. bereits nach wenigen Iterationen, da das
physikalische System i. a. stark gedämpft ist und der Kernel quadratisch mit der Entfernung zwi-
schen zwei Oberflächenpunkten abnimmt [Sch96b]. Der Zeit- und Speicheraufwand der Berech-
nung ist proportional zu der Anzahl der zu berechnenden Transportkoeffizienten.

Das Aufstellen der Transportmatrix könnte durch einen einfachenbottom-upAnsatz erfolgen.
Zunächst werden die zu allen geordneten Paaren vonn Skalierungsfunktionen einer feinsten Auf-
lösungsstufe korrespondierendenn2 Transportkoeffizienten berechnet. Danach werden die Koef-
fizienten durch einen bottom-up Pyramidenalgorithmus in Koeffizienten bzgl. der Standard-Haar-
Basis transformiert. Schließlich werden die unsignifikanten Koeffizienten entfernt. Dieser Ansatz
ist jedoch nicht praktikabel. Aufgrund der o. g. Charakteristik des globalen Beleuchtungsproblems
amortisieren sich die Kosten für das Aufstellen der Transportmatrix nicht durch die wenigen effi-
zienten Matrix-Vektor-Multiplikationen. Zeit- und Speicheraufwand betragenO(n2).

Statt dessen wird ein effizienterer und flexiblerertop-downAnsatz verfolgt. Die Grundidee
besteht darin, nur die wenigen signifikanten Transportkoeffizienten im Rahmen einesrekursiven

24 Emissions- und Reflexionseigenschaften
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Aufzählungsschemasmit Hilfe einesOrakelseffizient aufzuspüren und direkt zu berechnen. Der
folgende Pseudo-Code beschreibt den Basis-Algorithmus:

void GlobalIllumination( Le) {
T ← {Tr←s | Br ,Bs∈ KV0

dD
} // initial linking

L ← Solve( T, Le)
while ( quality of solution is not sufficient) {

T ← Refine( T, L)
L ← Solve( T, Le)

}
L′ ← PyramidDown( L)
Render( L′)

}

Die Oberflächen der geometrischen Objekte seien jeweils durch ein Netz von planaren Aus-
gangs-Patches approximiert. Die Radiance-Verteilung wird über jedem der insgesamtk Ausgangs-
Patches bzgl. einer dynamisch wachsenden Nicht-Standard-Haar-Basis repräsentiert. Anfangs
wird jeweils nur der Koeffizient der Mutter-Skalierungsfunktion verwaltet. Die gegebene emit-
tierende Radiance-Verteilung sei bzgl. der Mutter-Skalierungsfunktionen definiert. Insbesondere
strahlen die Lichtquellen ihre Energie – auch im Radiance-Fall – diffus aus. Die Transportmatrix
umfaßt anfangs die zu allen geordneten Paaren von Mutter-Skalierungsfunktionen korrespondie-
rendenk2 Transportkoeffizienten (initial linking). Die so definierte „grobe“ diskrete Radiance-
Gleichung wird nach dem Gauss-Seidel-Verfahren gelöst und man erhält eine „grobe“ – auch im
Radiance-Fall richtungsunabhängige – Radiance-Verteilung. Im Hauptteil des Algorithmus wird
alternierend die aktuelle diskrete Radiance-Gleichung verfeinert und eine genauere Radiance-
Verteilung durch das Lösen des verfeinerten Gleichungssystems berechnet. Die Schleife termi-
niert, wenn die aktuelle Radiance-Verteilung nach Einschätzung des Anwenders eine ausreichen-
de Qualität aufweist. Vor der graphischen Ausgabe werden die bzgl. einer Nicht-Standard-Haar-
Basis definierten Radiance-Koeffizienten durch einen top-down Pyramidenalgorithmus in bzgl.
einer kanonischen Basis definierte Radiance-Koeffizienten transformiert. Die graphische Ausgabe
der berechneten Radiance-Verteilung basiert auf den transformierten Koeffizienten. Der Zeit- und
Speicheraufwand der Berechnung beträgtO(k2 + nlogn), wobei n die Anzahl der Skalierungs-
funktionen auf den jeweils feinsten Auflösungsstufen bezeichnet.

Abschließend soll die Verfeinerung der aktuellen diskreten Radiance-Gleichung detaillierter
beschrieben werden. Ziel ist die Erweiterung der Transportmatrix um wenige signifikante Trans-
portkoeffizienten. Die erweiterte Transportmatrix approximiert den Transportoperator genauer.
Folglich approximiert auch die unter Verwendung der erweiterten Transportmatrix berechnete
Radiance-Verteilung die exakte Radiance-Verteilung genauer. In einem Verfeinerungsschritt wer-
den die existierenden Transportkoeffizienten umhöchstens eineStufe entweder bzgl. der Emp-
fänger-Basisfunktion oder bzgl. der Sender-Basisfunktion verfeinert. Dabei wird ggf.25 auch die
Darstellung der Radiance-Verteilung des Empfängers bzw. des Senders um eine Stufe verfeinert.
Die Transportmatrix wird nur um solche Transportkoeffizienten erweitert, die von dem Orakel
als signifikant eingestuft werden. Das Signifikanzmaß hängt auch von der aktuellen Radiance-
Verteilung ab. Da die verfeinerten Transportkoeffizienten bei der verfolgten Standard-Zerlegung
des Transportoperatorsnicht entfernt werden, muß ihre Genauigkeit nach dem Hinzufügen von
feineren Transportkoeffizienten verbessert werden [Chr95] [Sch94b]. Christensen bezeichnet die-
sen Vorgang mitadaptive numerische Integration. Die adaptive numerische Integration ist ein
notwendiger Bestandteil der Verfeinerungs-Prozedur.

25 genau dann, wenn die entsprechende Stufe noch nicht zuvor im Rahmen der Verfeinerung eines anderen Trans-
portkoeffizienten angelegt worden ist



Kapitel 3

Wavelet-Radiosity

In dem vorigen Kapitel wurde der theoretische Hintergrund von Wavelet-basierten globalen Be-
leuchtungsalgorithmen aufgearbeitet. Die Beschreibung endet mit der Vorstellung des Grundge-
rüsts eines Basis-Algorithmus. Die Implementierung des Wavelet-Radiance-Algorithmus erfolgte
in zwei Phasen. Zunächst wurde ein Wavelet-Radiosity-Algorithmus implementiert. In dieser
Phase lag der Schwerpunkt auf der Implementierung der ungewöhnlichen Standard-Zerlegung des
Transportoperators. Danach wurde darauf aufbauend der Wavelet-Radiance-Algorithmus reali-
siert. In dieser Phase galt das Hauptaugenmerk der Implementierung der allgemeinen Reflexions-
eigenschaften. Da sich diese Vorgehensweise bewährt hat, folgt die weitere Beschreibung der vor-
wiegend praktischen Aspekte des Basis-Alorithmus demselben Prinzip. Dieses Kapitel beschränkt
sich ausschließlich auf den Radiosity-Fall. Das nächste Kapitel bezieht sich auf den allgemeinen
Radiance-Fall.

Zunächst wird die Implementierung der wesentlichen Komponenten des Basis-Algorithmus
beschrieben. Es folgt ein Vergleich mit dem klassischen Hierarchical-Radiosity-Algorithmus. An-
schließend wird die Anbindung der Implementierung an das 3D-GraphiksystemMinimal Rende-
ring Toolkit (MRT) erläutert. Danach werden die im Rahmen dieser Arbeit verfolgten Erweite-
rungen des Basis-Algorithmus – einschließlich ihrer Implementierungen – vorgestellt. Schließlich
werden die Ergebnisse von einigen Wavelet-Radiosity-Berechnungen dokumentiert.

3.1 Implementierung des Basis-Algorithmus

3.1.1 Datenstrukturen

3.1.1.1 Verwaltung der Radiance-Koeffizienten

Die zweidimensionale richtungsunabhängige Radiance-Verteilung wird über jedem Ausgangs-
Patch bzgl. einer dynamisch wachsenden Nicht-Standard-Haar-Basis repräsentiert. Diese Darstel-
lung läßt sich – mit Ausnahme des obersten Levels – durch eine einfachequadtree-Datenstruktur
realisieren, die sich an der Eltern-Kind-Beziehung orientiert (vgl. Abbildung2.10, Seite26):

• Die Wurzel verwaltet den Koeffizienten der Mutter-Skalierungsfunktion. Die Wurzel hat
entweder kein Kind oder genau ein Kind.

• Ein von der Wurzel verschiedener Knoten verwaltet die Koeffizienten von drei Wavelets mit
identischem Träger. Ein derartiger Knoten hat entweder kein Kind oder genau vier Kinder.

Die implementierte Datenstruktur weicht wie folgt von dieser konzeptionellen Datenstruktur
ab:

31
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Verschmelzen der beiden obersten LevelDie beiden obersten Level – jeweils ein Knoten – wer-
den zu einem einzigen Knoten verschmolzen. Dadurch vereinfacht sich die Handhabung der
Datenstruktur, da in diesem Fall eine quadtree-DatenstrukturohneAusnahme vorliegt. Des
weitern werden konsequent alle Basisfunktionen mit identischem Träger in einem Knoten
verwaltet.

Anhängen eines zusätzlichen LevelsZu jedem Blatt der konzeptionellen Datenstruktur wird ein
zusätzlicher Level angelegt1. Die neuen Blätter verwalten keine für die Definition der
Radiance-Verteilung relevanten Koeffizienten. Das Anhängen eines zusätzlichen Levels ist
primär wichtig für die graphische Ausgabe. In den neuen Blättern werden die von dem
top-down Pyramidenalgorithmus berechneten Skalierungsfunktion-Koeffizienten abgelegt.
Die graphische Ausgabe basiert auf diesen Koeffizienten. Ferner wird der zusätzliche Level
auch bei der Berechnung der Transportkoeffizienten ausgenutzt, indem die Teilträger von
Basisfunktionen separat „gesamplet“ werden.

Außerdem verwaltet jeder Knoten eine Liste vonLinks. Links werden im nächsten Abschnitt
eingeführt. Jeder Knoten wird mit seinem als Träger dienenden Patch identifiziert. Die Patches
einer Patch-Hierarchie sind als Instanzen einer Patch-Klasse implementiert. Der folgende Pseudo-
Code faßt die wesentlichen von einem Patch verwalteten Daten noch einmal zusammen:

class t_WBPatch {
// ===== coefficients of basisfunctions =====
t_Color* cPhi; // pointer to coefficient of scaling-function

// - allocated <==> node==root or node==leaf
// - part of hierarchical representation only
// for root nodes

t_Color* cPsi; // pointer to coefficients of three wavelets
// - allocated <==> node!=leaf

// ===== list of links =====
t_WBLink* links; // node!=root and node==leaf ==> links==NULL
// ===== hierarchy related data =====
t_WBPatch* subPatches; // pointer to four subpatches

};

Der Koeffizient der Mutter-Skalierungsfunktion entspricht der mittleren Radiance über dem
Ausgangs-Patch. Als Patches werden Dreiecke und planare Vierecke unterstützt. Die vier Kinder
eines Patchs korrespondieren jeweils zu einem Viertel des ursprünglichen Patchs mit identischem
geometrischem Typ. Ein Skalierungsfunktion-Koeffizient entspricht der mittleren Radiance über
dem Patch. Ein Wavelet-Koeffizient gibt die Abweichung der mittleren Radiance über zwei der
vier Teil-Patches von der mittleren Radiance über dem gesamten Patch an. Es gibt genau drei
Möglichkeiten, vier Elemente als ungeordnetes Paar bestehend aus ungeordneten Paaren zu orga-
nisieren. Intuitiv können die Wavelet-Koeffizienten als „horizontale“, „vertikale“ und „diagonale“
Abweichung interpretiert werden. Die Klasse zur Verwaltung von Radiance-Koeffizienten muß
mit negativen Werten umgehen können, da die Wavelet-Koeffizienten negativ sein können.

3.1.1.2 Verwaltung der Transportkoeffizienten

Ein Transportkoeffizient gibt den Einfluß einerSender-Basisfunktion auf eineEmpfänger-Basis-
funktion an (vgl. Seite18). Transportkoeffizienten werden inLinks zwischen dem zugehörigen
Empfänger-Patch und dem zugehörigen Sender-Patch verwaltet. Links werden ihrerseits in einer
dynamisch wachsenden Liste von ihrem Empfänger-Patch verwaltet. Im Rahmen dieser Arbeit

1 Ausnahme: Die konzeptionelle Datenstruktur besteht nur aus der Wurzel.
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zeigen Links nach Konvention – entgegengesetzt der Transportrichtung – von ihrem Empfänger-
Patch zu ihrem Sender-Patch.

Um trotz der Verschmelzung der beiden obersten Level der konzeptionellen Datenstruktur
zwischen Transporten von/zu der Mutter-Skalierungsfunktionund Transporten von/zu den Mutter-
Wavelets unterscheiden zu können, werden vier verschiedeneLink-Typeneingeführt: LT_SS,
LT_WS, LT_SWund LT_WW. S steht für Mutter-Skalierungsfunktion undWsteht für Wavelets.
Beispielsweise werden in einem Link vom TypLT_WSTransportkoeffizienten zwischen Wave-
lets des Empfänger-Patchs und der Mutter-Skalierungsfunktion des Sender-Patchs verwaltet. Das
initial linking erfolgt ausschließlich über Links vom TypLT_SS.

Die nächste Design-Entscheidung bezieht sich darauf, wieviele Transportkoeffizienten in ei-
nem Link verwaltet werden. Einerseits könnte man in einem Linkalle möglichenTransportkoef-
fizienten verwalten, d. h. gemäß dem Typ einen, drei, drei bzw. neun Transportkoeffizienten. Ein
Vorteil dieser Linking-Strategie besteht darin, daß die in einem Link verwalteten Transportkoeffi-
zienten kostengünstigsimultanberechnet werden können. Die Kosten für die simultane Berech-
nung derartiger Transportkoeffizienten entsprechen i. w. den Kosten für die herkömmliche Berech-
nung eines einzigen Transportkoeffizienten. Ein weiterer Vorteil ist der geringere Verwaltungs-
Overhead, da vergleichsweise wenige Links zur Verwaltung der Transportkoeffizienten genügen.
Andererseits könnte man in einem Linkgenau einenTransportkoeffizienten verwalten. Für diese
Linking-Strategie spricht die höhere Flexibilität. Es werden ausschließlich signifikante Transport-
koeffizienten und ihre Geschwister verwaltet. Demgegenüber werden bei der ersten Strategie i. a.
auch unsignifikante Transportkoeffizienten in einem Link mitverwaltet. Anstelle dieser beiden
extremen Strategien wird als Kompromiß die folgende Linking-Strategie verfolgt: In einem Link
vom Typ LT_SS, LT_WSoderLT_SWwerden alle möglichen Transportkoeffizienten verwaltet.
In einem Link vom TypLT_WWwerden die drei Transportkoeffizienten zwischenallen Wavelets
des Empfänger-Patchs undgenau einemWavelet des Sender-Patchs verwaltet2. Folglich können
zwischen einem geordneten Patch-Paar bis zu drei Links vom TypLT_WWexistieren. Jeder dieser
Links zeigt auf ein anderes Wavelet des Sender-Patchs.

Außerdem verwaltet jeder Link die maximale Farbkomponente der bei der Berechnung der
Transportkoeffizienten ermittelten Variation des Kernels. Auf dieser Information basiert das Ora-
kel. Links vom TypLT_WS, LT_SWundLT_WWverwalten zusätzlich den Transportkoeffizienten
zwischen den beiden lokalen Skalierungsfunktionen. Diese Transportkoeffizienten sindnicht Be-
standteil der Transportmatrix. Sie werden für die Implementierung der adaptiven numerischen
Integration benötigt. In dem folgenden Pseudo-Code sind die wesentlichen von einem Link ver-
walteten Daten noch einmal aufgeführt:

class t_WBLink {
// ===== management =====
t_WBPatch* senderPatch; // pointer to sender
t_LinkType type; // LT_SS, LT_WS, LT_SW, OR LT_WW
unsigned waveletIndex; // index of sending wavelet (0,1,2)

// - only for links of type LT_WW
t_WBLink* nextLink; // pointer to next link in the list
// ===== transportcoefficients (TCs) =====
t_Color cT; // TC between (local) scaling-functions

// - part of transportmatrix only for
// links of type LT_SS

t_Color cTArray[3]; // array of TCs between basisfunctions
// - only for links of type LT_WS,
// LT_SW, or LT_WW

// ===== other data =====
t_Real kernelVariation; // used by oracle

};

2 Diese Transportkoeffizienten werden von dem Orakel als gleich signifikant eingeschätzt.
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3.1.2 Berechnung der Transportkoeffizienten

Ein Transportkoeffizient ist als vierdimensionales Integral über dem Produkt des Kernels mit den
beiden zugehörigen Basisfunktionen definiert (vgl. Seite18). Die Grundidee von vielen nume-
rischen Integrationsverfahren besteht darin, das zu berechnende Integral durch eine gewichtete
Summe von Werten des Integranden über einer endlichen Menge von Stützstellen aus dem Inte-
grationsbereich zu approximieren [Sto83]:

Z

I

f (x) dx ≈
#Stützstellen−1

∑
i=0

wi f (xi) mit xi ∈ I

Transportkoeffizienten werden mittels einer sehr einfachen Variante berechnet: Die Stützstel-
len werden über dem Integrationsbereich möglichst gleichmäßig verteilt, und die korrespondie-
renden Werte des Integranden werden mit demselben Faktor|I |#Stützstellengewichtet.

Die numerische Quadratur wird auf denrelevantenIntegrationsbereichsupp(Br)×supp(Bs)
beschränkt, d. h. Stützstellen korrespondieren zu Paaren bestehend aus einem Sample auf dem
Empfänger-Patch und einem Sample auf dem Sender-Patch. Samples können auf einem Patch
entwederregulär odergleichverteilt zufälligplaziert werden. Eine reguläre Plazierung wird je-
doch nur für planare Parallelogramme tatsächlich durchgeführt. Andersförmige Patches werden
stets gleichverteilt zufällig „gesamplet“. Samples auf dem Empfänger-Patch können entweder mit
allen Samples auf dem Sender-Patch zu Stützstellen kombiniert werden oder mitgenau einem
Sample. Die letzte Variante läuft auf einN-Rooks-Samplinghinaus [Shi90]. Abbildung3.1 ver-
anschaulicht zwei der vier möglichen Sampling-Strategien. Die voreingestellte Strategie (regular,
one-to-all) hat z. B. den Vorteil, daß aus Symmetrie-Gründen identische Formfaktoren auch iden-
tisch approximiert werden und diesbezüglich keine Artefakte auftreten. Allerdings ist die Dichte
der Samples auf den Patches vergleichsweise gering. Ferner kann die Anzahl der Stützstellen bei
dieser Strategie nur in großen Schritten variiert werden.

(a) (regular, one-to-all) (b) (random, one-to-one)

Abbildung 3.1 Sampling-Strategien (#Stützstellen = 256)

Alle Transportkoeffizienten werden mit derselben Anzahl von Stützstellen berechnet. Die
Anzahl kann über eine Programm-Option vorgegeben werden. Für jede der vier Strategien wer-
den jedoch nur bestimmte Werte unterstützt. Diese Einschränkung stellt sicher, daß auf jede der
vier (LT_WSbzw. LT_SW) bzw. 16 (LT_WW) Kombinationen von Teilträgern des Empfänger-
Patchs mit Teilträgern des Sender-Patchs dieselbe Anzahl von Stützstellen entfällt. Anstelle der
gewünschtenAnzahl von Stützstellen wird automatisch die am nächsten liegendeunterstützteAn-
zahl von Stützstellen verwendet. Die unterstützten Werte sind in Abhängigkeit der Strategie und
einem Parameter in der Tabelle3.1 dokumentiert. Die Anzahl der auf jedem Patch plazierten
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one-to-all Sampling one-to-one Sampling
regular Sampling 16p4 16p2

random Sampling 16p2 16p

Tabelle 3.1 Unterstützte Anzahl von Stützstellen (p > 0)

Samples entspricht entweder der Quadratwurzel der Anzahl der Stützstellen (one-to-all Sampling)
oder direkt der Anzahl der Stützstellen (one-to-one Sampling).

Die Multiplikation des Kernels mit den beiden zugehörigen Basisfunktionen ist bedingt durch
den Einsatz der Haar-Basis sehr einfach. Der zu einer Stützstelle korrespondierende Kernel-Wert
muß i. w. nur mit einem geeigneten Vorzeichen versehen werden. Das Vorzeichen hängt davon ab,
in welche Teilträger die Samples fallen.

Die Berechnung eines Transportkoeffizienten ist vor allem deswegen sehr aufwendig, weil
jeder Kernel-Wert bedingt durch die Sichtbarkeitsfunktion von der kompletten Szenengeometrie
abhängt. Die Sichtbarkeit eines Sample-Paares wird durch Strahlschuß ermittelt. Zwei Samp-
les sind genau dann gegenseitig sichtbar, wenn der Strahl von einem Sample in Richtung des
anderen Sample zwischen den beiden Samples kein blockierendes Objekt schneidet (vgl. auch
Abschnitt3.3.2). Die Sichtbarkeit wird nach der Strategievisibility-in-quadratureberücksichtigt
[WH97], d. h. bei der Berechnung eines Kernel-Wertes wird auch der zugehörige Sichtbarkeitswert
ermittelt und direkt mit einbezogen. Alternativ könnte man die Sichtbarkeit eines Patch-Paares mit
Hilfe eines zweiten Satzes von Strahlen ermitteln, und denunverdeckten Transportkoeffizienten3

mit dem Bruchteil der nicht-blockierten Strahlen gewichten. Die verwendete Strategie ist genau-
er, da die Kernel-Werte unter Berücksichtigung der zugehörigen Sichtbarkeitswerte akkumuliert
werden. Das Orakel profitiert ebenfalls von dieser Vorgehensweise. Die alternative Strategie ist
flexibler, da die Anzahl der Sichtbarkeitsstrahlen nicht mit der Anzahl der Stützstellen überein-
stimmen braucht.

Die Sichtbarkeitsberechnung wird dadurch optimiert, daßvollständige Sichtbarkeitvererbt
wird [HSA91]. Die Optimierung basiert auf der folgenden trivialen Beobachtung: Wenn ein Patch-
Paar gegenseitig vollständig sichtbar ist, so ist insbesondere jedes Paar von zugehörigen Teil-
Patches gegenseitig vollständig sichtbar. Falls bei der Berechnung eines Transportkoeffizienten
vollständige Sichtbarkeit ermittelt wird4, unterbleibt die teure Ermittlung der Sichtbarkeit für alle
Nachfahren. Diese populäre Optimierung kann jedoch zu Artefakten führen, falls ein Patch-Paar
z. B. bedingt durch ein sehr grobes Samplingfälschlicherweiseals gegenseitig vollständig sichtbar
eingestuft wird. Diese Fehleinschätzung kann später nicht mehr revidiert werden. Aus diesem
Grund läßt sich die Optimierung bei Bedarf deaktivieren.

Transportkoeffizienten werden bei der Erzeugung von Links berechnet. Links werden beim
initial linking und im Rahmen der Verfeinerung erzeugt. Alle in einem Link verwalteten Trans-
portkoeffizienten werdensimultanberechnet, d. h. der Kernel wird nur einmal an derselben Menge
von Stützstellen ausgewertet. Der folgende Pseudo-Code beschreibt das Grundgerüst der Berech-
nungs-Methode:

void t_WBLink::computeTCs(t_WBPatch* receiverPatch) {
// get samples on receiver
// - type==LT_W* ==> samples are ordered according to subpatches
rSamples[] = receiverPatch->getSamples();
// get samples on sender
// - type==LT_*W ==> samples are ordered according to subpatches
sSamples[] = senderPatch->getSamples();

3 Bei der Berechnung der Kernel-Werte werden die zugehörigen Sichtbarkeitswertenicht mit einbezogen.
4 Kein Strahl wird blockiert.
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// integrate
areaFraction = senderPatch->area / nSamples;
for (i=0;i<nSamples;i++) {

// get indices of samples according to sampling-strategy
(rIndex, sIndex) = getIndices(i);
// visibility-in-quadrature
determine visibility between rSamples[rIndex] and sSamples[sIndex]
if (visible) {

// geometric term *without* occlusion
gTerm = geomTerm(rSamples[rIndex], receiverPatch->normal,

sSamples[sIndex], senderPatch->normal);
kernel = gTerm * receiverPatch->brdf(rSamples[rIndex]);
// simultaneous accumulation of kernel-values with respect
// to the sign of the basisfunctions at the samples
accumulateTCs(kernel * areaFraction, rIndex / nPosSamples,

sIndex / nPosSamples);
}

}
}

3.1.3 Lösen der diskreten Radiance-Gleichungen

Zum Lösen der aktuellen diskreten Radiance-Gleichung wird das Gauss-Seidel-Verfahren ein-
gesetzt. Die Berechnung des Skalarprodukts einer Zeile der Transportmatrix mit dem aktuellen
Lösungsvektor erfolgt durch dasEinsammelnvon Radiance über die Links der zugehörigen Link-
Liste. Alle Patch-Hierarchien und alle in den Patch-Hierarchien verwalteten Link-Listen werden
vollständig traversiert. Der neue Koeffizient einer (Empfänger-)Basisfunktion wird als Summe
von Produkten der in den Links verwalteten korrespondierenden Transportkoeffizienten mit den
korrespondierenden Koeffizienten der Sender-Basisfunktionen berechnet. Bei der Berechnung des
neuen Koeffizienten einer Mutter-Skalierungsfunktion wird als zusätzlicher Summand der vorge-
gebene korrespondierende Koeffizient der emittierenden Radiance-Verteilung berücksichtigt. Das
Iterationsverfahren bricht ab, wenn sich die Radiance-Verteilung durch einen Iterationsschritt nur
noch „geringfügig“ ändert – spätestens jedoch nach einer vorgegebenen maximalen Anzahl von
Iterationsschritten. Für die Implementierung des Abbruchkriteriums wird während eines Iterati-
onsschrittes die maximale Änderung einer Farbkomponente aller Radiance-Koeffizienten ermit-
telt. Falls dieser Wert unterhalb eines vorgegebenen Iterationsschwellwertesliegt, gilt das Verfah-
ren als numerisch konvergiert. Das Verfahren konvergiert üblicherweise bereits nach ca. drei bis
vier Iterationsschritten.

3.1.4 Verfeinerung der diskreten Radiance-Gleichungen

Ziel der Verfeinerung der aktuellen diskreten Radiance-Gleichung ist die Erweiterung der entspre-
chenden Transportmatrix um wenige signifikante Transportkoeffizienten mit Hilfe eines Orakels.
Dabei werden ggf. auch Patch-Hierarchien dynamisch erweitert. In einem Verfeinerungsschritt
werden die existierenden Transportkoeffizienten um höchstens eine Stufe entweder bzgl. der Emp-
fänger-Basisfunktion oder bzgl. der Sender-Basisfunktion verfeinert. Die Verfeinerung orientiert
sich an der Eltern-Kind-Beziehung.Tr←s wird bzgl.Br verfeinert, indem die Transportmatrix für
alle KinderBr ′ von Br um die TransportkoeffizientenTr ′←s erweitert wird. Dabei wird ggf. auch
die Haar-Basis zur Darstellung der Radiance-Verteilung über dem Empfänger-Ausgangs-Patch um
dieBr ′ erweitert. Eine Verfeinerung bzgl.Bs erfolgt analog.

Aufgrund der verfolgten Linking-Strategie werden Transportkoeffizienten i. a. simultan ver-
feinert. Tabelle3.2dokumentiert die Anzahl und den Typ der feineren Links in Abhängigkeit des
Typs des verfeinerten Links und dem „Verfeinerungsende“. In der Tabelle sind die Fälle mit X
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bzgl. des Empfängers bzgl. des Senders
LT_SS 1× LT_WS 1× LT_SW
LT_WS 4× LT_WS X 3× LT_WW
LT_SW 3× LT_WW 4× LT_SW
LT_WW 4× LT_WW X 4× LT_WW

Tabelle 3.2 Verfeinerung von Links

markiert, in denen die feineren Links bzgl. des Empfängers auf einem feineren Level erzeugt wer-
den. Beispielsweise erfolgt die Verfeinerung eines Links vom TypLT_WSbzgl. des Empfängers
durch das Erzeugen jeweils eines Links vom TypLT_WSvon den Kindern des Empfänger-Patchs
zu der Sender-Basisfunktion. Dabei werden ggf. die Enkel des Empfänger-Patchs angelegt. Die
Verfeinerung bzgl. des Senders erfolgt durch das Erzeugen jeweils eines Links vom TypLT_WW
vom Empfänger-Patch zu den drei Wavelets des Sender-Patchs. Dabei werden ggf. die Kinder des
Sender-Patchs angelegt.

Links vom TypLT_WWkönnen auf zwei Arten entstehen: entweder durch die Verfeinerung
eines Links bzgl. des Empfängers oder durch die Verfeinerung einesanderenLinks bzgl. des
Senders. Ein Link vom TypLT_WWwird nur dann erzeugt, wenn die Link-Liste des Empfänger-
Patchs noch keinen derartigen Link enthält. Auf diese Weise werden Duplikate vermieden.

Kandidatenfür die Verfeinerung sind alle Links, die nochnicht bzgl. beider Enden verfeinert
sind. Jedem potentiell neuen Transportkoeffizienten wird durch das Orakel ein Signifikanzwert
zugeordnet. Der Signifikanzwert eines Kandidaten ist definiert als das Maximum der Signifi-
kanzwerte aller zu einer Verfeinerung des Kandidaten korrespondierenden potentiell neuen Trans-
portkoeffizienten. In einem Verfeinerungsschritt werden nur diejenigen Kandidaten verfeinert,
deren Signifikanzwerte einen bestimmten Signifikanzschwellwertübersteigen. Wenn ein derarti-
ger Kandidat noch nicht verfeinert ist, wird von den beiden Verfeinerungsmöglichkeiten diejenige
ausgewählt, die zu dem signifikantesten Transportkoeffizienten führt.

3.1.4.1 Orakel

Das Orakel schätzt die Signifikanz eines potentiell neuen TransportkoeffizientenTr←s ab. Als
Signifikanzmaß dient das Produkt der folgenden beiden skalaren Größen:

• Betrag der betragsmäßig maximalen Farbkomponente einer Abschätzung vonTr←s

• Betrag der betragsmäßig maximalen Farbkomponente des Koeffizienten vonBs

Tr←s läßt sich bedingt durch den Einsatz der Haar-Basis gut und effizient durch dieVariation5

der Kernel-Werte abschätzen, auf denen die Berechnung des potentiellzu verfeinerndenTrans-
portkoeffizienten basierte. Aus diesem Grund wird die Kernel-Variation bei der Berechnung der
Transportkoeffizienten eines Links ermittelt und ihre maximale Farbkomponente in dem Link ge-
speichert. Intuitiv gilt ein potentiell neuer Transportkoeffizient als signifikant, wenn sein Ab-
solutbetrag als „groß“ eingeschätzt wirdund der Koeffizient der Sender-Basisfunktion „groß“
ist. Dieses Signifikanzmaß ist plausibel, da es gerade die Änderung des Koeffizienten der Emp-
fänger-Basisfunktion abschätzt, falls die Transportmatrix um diesen Transportkoeffizienten er-
weitert würde. Das Orakel basiert im Vergleich zu dem im Rahmen des Hierarchical-Radiosity-
Algorithmus üblicherweise verwendetenBF-Orakels[HSA91] auf zwei zusätzlichen Größen:

Sichtbarkeitsfunktion Die Kernel-Variation hängt von der Sichtbarkeitsfunktionab, da die Sicht-
barkeit bei der Berechnung der Transportkoeffizienten nach der Strategie visibility-in-quad-
rature berücksichtigt wird. Insbesondere werden Schattenübergänge gut aufgespürt. Wenn

5 Maximum - Minimum (komponentenweise)
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ein Strahl blockiert wird und ein weiterer Strahl nicht blockiert wird, ist der minimale
Kernel-Wert 0 und die Kernel-Variation entsprechend „groß“.

BRDF Die Kernel-Variation hängt von der – im Radiosity-Fall für jeden Oberflächenpunkt kon-
stanten – BRDF des Empfänger-Patchs ab, da die BRDF Bestandteil des Kernels ist. Trans-
portkoeffizienten zu schwach reflektierenden Empfängern gelten daher als unsignifikant.

Der Signifikanzschwellwertkann auf zwei Arten definiert werden: entwederabsolutoderre-
lativ zu dem Maximum der Signifikanzwerte aller Kandidaten. Bei der ersten Variante muß für
jede Szene ein geeigneter Wert experimentell bestimmt werden. Demgegenüber zeichnet sich die
zweite Variante durch ihren Automatismus aus. Die zweite Variante ist etwas aufwendiger, da das
Maximum zunächst ermittelt werden muß. Falls man den Bruchteil sehr hoch ansetzt (z. B. 99%),
wird die Transportmatrix automatisch in jedem Verfeinerungsschritt nur um sehr wenige Trans-
portkoeffizienten erweitert.

3.1.4.2 Adaptive numerische Integration

Bei der verfolgten Standard-Zerlegung des Transportoperators werden verfeinerte Transportko-
effizientennicht entfernt. Verfeinerte Transportkoeffizienten sind i. a. ihrerseits signifikant. Sie
sollten daher möglichst genau berechnet werden. Die Grundidee besteht darin, mit Hilfe des
bei der Berechnung der feineren Transportkoeffizienten verwendeten dichteren Samplings auch
die Genauigkeit der verfeinerten Transportkoeffizienten und ggf. ihrer Vorfahren zu verbessern.
Abbildung3.2veranschaulicht die Notwendigkeit der adaptiven numerischen Integration. Unge-
nau berechnete grobe Transportkoeffizienten führen zu deutlich wahrnehmbaren Artefakten. Die
Unterteilung des Ausgangsquadrats und die Unterteilung des rechten oberen Teilquadrats sind
deutlich sichtbar.

(a) ohneadaptive numerische Integration (b) mit adaptiver numerischer Integration

Abbildung 3.2 Direkte Beleuchtung eines Quadrats

Der Algorithmus für die adaptive numerische Integration basiert auf der two-scale-relation-
ship. Jede Skalierungsfunktion und jedes Wavelet läßt sich als Linearkombination von um eine
Auflösungsstufe feineren Skalierungsfunktionen darstellen. Folglich läßt sich auch ein Transport-
koeffizient zwischen diesen Funktionen als Linearkombination von Transportkoeffizienten zwi-
schen um eine Auflösungsstufe feineren Skalierungsfunktionen darstellen. Aus diesem Grund
wird für jeden Link der Transportkoeffizient zwischen den beiden lokalen Skalierungsfunktionen
mitverwaltet.

Nach einem kompletten Verfeinerungsschritt erfolgt die Verbesserung von „alten“ Transport-
koeffizienten durch einebottom-upTraversierung aller Links, so daß sich eine Verbesserung aus-
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gehend von den „neuen“ Transportkoeffizienten bis eventuell zu den Transportkoeffizienten zwi-
schen den Mutter-Skalierungsfunktionen fortsetzen kann. Im Rahmen dieser Arbeit wurde eine
sehr einfache Variante der adaptiven numerischen Integration implementiert. Links vom Typ
LT_SS werden ausschließlich durch Links vom TypLT_WSverbessert6 und Links vom Typ
LT_WS, LT_SWund LT_WWwerden ausschließlich durch Links vom gleichen Typ verbessert.

Beispielsweise wird ein Link vom TypLT_WSgenau dann verbessert, wenn von jedem Kind
des Empfänger-Patchs ein Link vom TypLT_WSzu dem Sender-Patch existiertund wenn we-
nigstens einer dieser Links markiert ist. In einem Verfeinerungsschritt werden „neue“ Links und
verbesserte Links markiert. Die Verbesserung basiert auf den Transportkoeffizienten zwischen
den lokalen Skalierungsfunktionen, die in den Links von den Kindern des Empfänger-Patchs zu
dem Sender-Patch verwaltet werden. Die verbesserten Transportkoeffizienten werden mit Hilfe
der bereits bei der Berechnung der Transportkoeffizienten verwendeten Akkumulierungs-Prozedur
berechnet. Für jede Kombination von Teil-Patches des Empfänger-Patchs mit dem Sender-Patch
wird anstelle von mehreren Kernel-Werten der Transportkoeffizient zwischen den lokalen Skalie-
rungsfunktionen akkumuliert.

Eine ausgefeiltere Implementierung würde zusätzlich die Verbesserung von Links vom Typ
LT_SS durch Links vom TypLT_SWbzw. LT_WWin Betracht ziehen und die Verbesserung von
Links vom TypLT_WSbzw. LT_SWdurch Links vom TypLT_WW. Da ein Link in diesem Fall
auf verschiedene Arten verbessert werden kann, müßte man ein Maß für die Güte von Transport-
koeffizienten einführen, um die verschiedenen Möglichkeiten gegeneinander abwägen zu können.
Da die implementierte einfache Variante bereits zu ausreichenden Verbesserungen führte, wurde
auf die Entwicklung einer ausgefeilteren Variante verzichtet.

3.2 Vergleich mit dem Hierarchical-Radiosity-Algorithmus

Der klassischeHierarchical-Radiosity-Algorithmus[HSA91] ist ein Wavelet-basierter globaler
Beleuchtungsalgorithmus, der auf derNicht-Standard-Zerlegung des Transportoperators bzgl. der
Haar-Basis basiert [SGCH93]. Außerdem kommt dieser Algorithmus unter Ausnutzung der two-
scale-relationship ohne die explizite Verwaltung von Wavelet-Koeffizienten aus. In diesem Ab-
schnitt sollen die wesentlichen Aspekte herausgestellt werden, in denen sich der Hierarchical-
Radiosity-Algorithmus von dem auf der Standard-Zerlegung des Transportoperators basierenden
Basis-Algorithmus unterscheidet.

Die Radiance-Verteilung wird über jedem Ausgangs-Patch bzgl. eines hierarchischen Erzeu-
gendensystems bestehend aus Skalierungsfunktionen repräsentiert (vgl. linke Hälfte der Abbil-
dung 2.10, Seite26). Bei der Verfeinerung eines Transportkoeffizienten wird der verfeinerte
Transportkoeffizient entfernt (vgl. Abbildung3.3). Daher kommt der Hierarchical-Radiosity-
Algorithmus ohne adaptive numerische Integration aus. Allerdings ist die Radiance-Verteilung
über einem Ausgangs-Patch nach jedem Einsammeln von verschiedenen Sendern wegen der „Über-
Repräsentation“ i. a. in einem inkonsistenten Zustand. Durch eine vollständige Traversierung der
Hierarchie kann die Radiance-Verteilung jedoch leicht in einen konsistenten Zustand gebracht
werden. In der top-down Phase (Push) werden dabei die auf den verschiedenen Leveln ermittelten
Radiance-Werte akkumuliert. Auf diese Weise wird jedem Blatt ein Radiance-Wert zugeordnet,
der von allen Links abhängt, die entlang des Pfades zur Wurzel verwaltet werden. In der bottom-
up Phase (Pull) werden die Radiance-Werte der Kinder gemittelt. Auf diese Weise wird jedem
inneren Knoten ein Radiance-Wert zugeordnet, der von allen Links abhängt, die entlang der Pfade
zu der Wurzelundzu allen korrespondierenden Blättern verwaltet werden.

6 Eine Verfeinerung bzgl. des Empfängers ist sehr wahrscheinlich.
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E S

(a) Hierarchical-Radiosity (Nicht-Standard-Zerl.)

E S

3

(b) Wavelet-Radiosity (Standard-Zerlegung)

Abbildung 3.3 Fortschreitende (vollständige) Verfeinerung bzgl. des Empfängers

Die Implementierung des Hierarchical-Radiosity-Algorithmus ist im Vergleich zu der Imple-
mentierung des beschriebenen Wavelet-Radiosity-Algorithmus mit einem wesentlich geringeren
Aufwand verbunden, da die Radiance-Koeffizienten und die Transportkoeffizienten in deutlich
einfacheren Datenstrukturen verwaltet werden können. Pro Patch wird nur der korrespondieren-
de Skalierungsfunktion-Koeffizient verwaltet und pro Link wird genau ein Transportkoeffizient
zwischen zwei Skalierungsfunktionen verwaltet. Außerdem ist die Implementierung des Push-
/Pull-Algorithmus im Vergleich zu der Implementierung der adaptiven numerischen Integration
wesentlich unproblematischer.

3.3 Minimal Rendering Toolkit

3.3.1 Einführung

DasMinimal Rendering Toolkit(MRT) ist eine plattformunabhängige, objektorientierte und er-
weiterbare Bibliothek zur Visualisierung von dreidimensionalen Szenen [Fel96]. Die Bibliothek
ist derzeit für die folgenden Betriebssysteme verfügbar: Irix (SGI), Solaris (SUN), Linux, Win-
dows9X und WindowsNT. Die Bibliothek ist in der Programmiersprache C++ [Str91] geschrieben.
Das MRT ist über viele Jahre hinweg unter der Regie von Prof. Dr. D. W. Fellner gewachsen. Pri-
märe Einsatzgebiete sind Lehre und Forschung.
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Das MRT ist eine Ansammlung von wohlstrukturierten Klassen, die für die Visualisierung von
dreidimensionalen Szenen bedeutende abstrakte Konzepte kapseln. Wichtige abstrakte Konzep-
te sind z. B. geometrisches Objekt, Szene (hierarchisch strukturierte Menge von geometrischen
Objekten), optische Oberflächeneigenschaften, Lichtquelle, Kamera, Bildebene und topologische
Datenstruktur zur Verwaltung einer polygonalen Oberflächen-Approximation. Das Spektrum der
angebotenen Visualisierungsarten reicht von dem einfachen, aber effizienten (ggf. hardwareun-
terstützten) Polygon-Rendering über strahlbasierte globale Beleuchtungsalgorithmen [Mül97] bis
hin zu Hierarchical-Radiosity [BFS96].

Ein fundamentales Paradigma des MRT besteht darin, Objekt-Informationen solange wie mög-
lich verfügbar zu halten. Bei einem approximativen Rendering wird jedes geometrische Objekt
üblicherweise in einem frühen Stadium des Rendering-Prozesses durch eine polygonale Ober-
flächen-Approximation ersetzt. Auf Oberflächen-Approximationen arbeitende Algorithmen ha-
ben in diesem Fall keine Möglichkeit, auf die ursprünglichen geometrischen Objekte zuzugrei-
fen. Demgegenüber verwaltet jedes geometrische MRT-Objekt bei Bedarf seine polygonale Ober-
flächen-Approximation, so daß derartige Algorithmen auf Objekt-Informationen zugreifen kön-
nen.

Das Ausnutzen von Objekt-Informationen hat bei der bereits existierenden Implementierung
des Hierarchical-Radiosity-Algorithmus zu einer Reihe von Verbesserungen sowohl hinsichtlich
der Genauigkeit als auch hinsichtlich der Effizienz geführt. Einige Verbesserungen ließen sich
direkt bei der Implementierung des Wavelet-Radiosity-Algorithmus bzw. des Wavelet-Radiance-
Algorithmus übernehmen. Im Abschnitt3.4.2.3wird gezeigt, wie sich auch beim Final-Gathering
die visuelle Qualität der Darstellung von gekrümmten Objekten unter Ausnutzung von Objekt-
Informationen verbessern läßt.

3.3.2 Anbindung des Basis-Algorithmus

Die Anbindung des Basis-Algorithmus an das MRT orientiert sich eng an der Anbindung des
Hierarchical-Radiosity-Algorithmus. Die zu den Blättern der Patch-Hierarchien eines geometri-
schen Objekts korrespondierenden Dreiecke bzw. planaren Vierecke werden in einer topologi-
schen Datenstruktur verwaltet [Ben97]. Hauptkomponenten dieser Datenstruktur sind Flächen,
Halbkanten und Knoten. Neben der Kompaktheit und der Konsistenz zeichnet sich diese Daten-
struktur vor allem durch die effiziente Verfügbarkeit von Nachbarschafts-Informationen aus. Die
Implementierung des Basis-Algorithmus profitiert insbesondere hinsichtlichder folgenden Aspek-
te von der Anbindung an das MRT:

Sichtbarkeitsberechnungen Die Sichtbarkeitsberechnungenbasieren auf den ausgefeiltenStrahl-
anfrage7-Methoden des MRT. Die Berechnung der Sichtbarkeit zwischen zwei auf verschie-
denen Patches plazierten Samples erfolgt durch eine an die Szene gerichtete Strahlanfra-
ge. Die potentiell blockierenden Objekte werden dabei nicht durch ihre mit fortschreiten-
der Verfeinerung i. a. immer komplexer werdende polygonale Approximation repräsentiert,
sondern – unter Ausnutzung von Objekt-Informationen – kompakt durch ihre ursprüngliche
Definition. Die unterschiedlichen von dem MRT zur Verfügung gestellten Verfahren zur
Beschleunigung von Strahlanfragen (Hüllkörperhierarchien, Raumunterteilungen, Hybrid-
verfahren) können auch für die Beschleunigung der Sichtbarkeitsberechnungen eingesetzt
werden. Da der Zeitaufwand für die Sichtbarkeitsberechnungen den Zeitaufwand für die
gesamte Radiance-Berechnung dominiert, wirkt sich eine Effizienz-Verbesserung in diesem
speziellen Bereich deutlich auf die gesamte Laufzeit des Algorithmus aus.

7 Feststellung des relativ zum Strahlursprung innerhalb eines vorgegebenen Intervalls nächstgelegenen Schnittpunk-
tes mit der Szene [Mül97]
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Rekonstruktion durch Gouraud-Shading Die bzgl. einer stückweise konstanten Basis reprä-
sentierte Radiance-Verteilung weist an den Patch-Grenzen i. a. visuell störende Helligkeits-
sprünge auf (vgl. Abbildung3.2(b), Seite38). Bei der graphischen Ausgabe ist eine „Glät-
tung“ der berechneten Radiance-Verteilung durch eineRekonstruktionsmethode erforder-
lich. Eine wegen ihrer Effizienz sehr populäre Methode ist dasGouraud-Shading. Das
hardwareunterstützte Gouraud-Shading ermöglicht dieinteraktivegraphische Ausgabe von
Lösungen für Szenen mittlerer Komplexität.

Bei der Initialisierung des Gouraud-Shadings wird jedem Paar (Knoten, angrenzende Flä-
che) ein Farbwert zugeordnet. Dieser Farbwert ist im Fall von nicht-gekrümmten Objekten
proportional zu dem Mittelwert der Radiance-Werte derjenigen Flächen, die an den Knoten
grenzenunddieselbe Orientierung wie die Bezugs-Fläche aufweisen. Das Gouraud-Shading
selbst korrespondiert zu der linearen Interpolation dieser Farbwerte über der Fläche. Die
zweite Bedingung stellt dabei sicher, daß nicht über Begrenzungskanten hinweg interpoliert
wird. Die Verwaltung von Nachbarschafts-Informationen ist entscheidend für eine effiziente
Initialisierung des Gouraud-Shadings.

Tabelle3.3 dokumentiert das die Anbindung realisierende Ableitungs-Schema. Die Basis-
Klassen auf der linken Seite sind Bestandteile des MRT. Die Klasset_IllumScene kapselt das
Konzept einer beleuchteten Szene. Sie stellt die virtuellen MethodenradiosityInit() und
radiosityStep() zur Verfügung. Diese Methoden werden in der abgeleiteten Klasse über-
schrieben. Die Initialisierungs-Methode sendet zunächst die NachrichtapproxShape() an die
Szene, wodurch jedes geometrische Objekt seine polygonale Approximation erzeugt. Danach wird
für jede erzeugte Fläche eine Patch-Hierarchie angelegt, die anfangs nur aus dem Ausgangs-Patch
besteht. Zwischen allen gegenseitig zugewandten und wenigstens teilweise sichtbaren geordneten
Patch-Paaren wird ein Link vom TypLT_SS eingerichtet (initial linking). Die Schritt-Methode
führt alternierend einen Lösungs- bzw. einen Verfeinerungs-Schritt durch. Jedes geometrische Ob-
jekt verweist auf eine Instanz der Klasset_SurfaceShader , die die optischen Oberflächenei-
genschaften verwaltet. Die Klasset_RadPatch kapselt das Konzept des Elements einer Patch-
Hierarchie. Die Ableitung stellt insbesondere die Verbindung zur topologischen Datenstruktur
her. Auf diese Weise kann auch die Lösung einer Wavelet-Radiosity- bzw. Wavelet-Radiance-
Berechnung effizient durch Gouraud-Shading geglättet graphisch ausgegeben werden. Die Basis-
Klasse wurde um Methoden zur Bereitstellung von regulär bzw. gleichverteilt zufällig plazierten
Samples erweitert, so daß diese Methoden sowohl im Radiosity-Fall als auch im Radiance-Fall
zur Verfügung stehen. Die Klasset_DLink kapselt das Konzept des Elements einer verketteten
Liste. Die vier Link-Typen sind durch Ableiten von einer abstrakten Basis-Klasse implementiert.

t_IllumScene ← t_IllumSceneWB
t_RadPatch ← t_WBPatch

t_DLink ← t_WBLink ←


t_WBLinkSS

t_WBLinkWS

t_WBLinkSW

t_WBLinkWW

Tabelle 3.3 Ableitungs-Schema
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3.4 Erweiterungen

3.4.1 Gekrümmte Objekte

Das Hauptaugenmerk bei der Implementierung des Hierarchical-Radiosity-Algorithmus lag auf
der Integration von gekrümmten geometrischen Objekten [Sch97]. Im folgenden werden die Pro-
blematik und der verfolgte Lösungsansatz skizziert. Auf analoge Weise erfolgte auch die Inte-
gration von gekrümmten Objekten in den Wavelet-Radiosity-Algorithmus. Die Oberfläche eines
gekrümmten Objekts läßt sich durch ein polygonales Netz nur – beliebig genau –approximie-
ren. Eine z. B. für die graphische Ausgabe erforderliche gute Approximation umfaßt viele kleine
Begrenzungsflächen. Ein trivialer Ansatz besteht darin, gekrümmte Objekte a priori fein zu un-
terteilen. Dieser Ansatz paßt jedoch nicht zu der Philosophie von Wavelet-basierten globalen
Beleuchtungsalgorithmen, die Verfeinerung automatisch in Abhängigkeit eines Signifikanzma-
ßes durchzuführen. Da der Zeit- und Speicheraufwand von Wavelet-basierten globalen Beleuch-
tungsalgorithmen quadratisch mit der Anzahl der Ausgangs-Patches zunimmt, ist dieser Ansatz
zu teuer. Statt dessen werden gekrümmte Objekte a priori möglichst grob unterteilt. Bei der Ver-
feinerung werden neu erzeugte Knoten der topologischen Datenstruktur aus der Flächen-Ebene
– unter Ausnutzung von Objekt-Informationen – auf die exakte Oberfläche verschoben. Auf diese
Weise verbessert sich mit zunehmender Ausführungszeit des Algorithmus neben der Radiance-
Verteilung auch die geometrische Approximation. Die geometrische Approximation in schwach
beleuchteten Bereichen wird ggf. a posteriori verbessert. Abschließend sollen die beiden in dem
Abschnitt 3.3.2 beschriebenen Aspekte hinsichtlich der Integration von gekrümmten Objekten
noch einmal aufgegriffen werden:

Sichtbarkeitsberechnungen Die Darstellung der potentiell blockierenden Objekte durch ihre ur-
sprüngliche exakte Definition führt neben der beschriebenen Effizienz-Verbesserung auch
zu einer Genauigkeits-Verbesserung, da gekrümmte Objekte anstelle eines „approximativen
Schattens“ einen „exakten Schatten“ werfen.

Rekonstruktion durch Gouraud-Shading Der bei der Initialisierung des Gouraud-Shadings ei-
nem Paar (Knoten, angrenzende Fläche) zugeordnete Farbwert ist im Fall von gekrümmten
Objekten proportional zu der gewichteten Summe der Radiance-Werte der an den Knoten
grenzenden Flächen. Auf diese Weise wird über „virtuelle“ Begrenzungskanten hinweg
interpoliert.

3.4.2 Final-Gathering

Im Abschnitt3.3.2wurde bereits der Einsatz einer Rekonstruktionsmethodemotiviert und mit dem
Gouraud-Shading eine sehr effiziente Methode beschrieben. In diesem Abschnitt wird eine alter-
native, strahlbasierte Rekonstruktionsmethode vorgestellt [Rei92]. Zunächst wird der Basis-Final-
Gathering-Algorithmus – einschließlich seiner Implementierung – beschrieben. Danach werden
Beschleunigungs-Techniken aufgezeigt. Schließlich wird die Integration von gekrümmten Objek-
ten erläutert.

3.4.2.1 Basis-Algorithmus

Das Final-Gathering gleicht bis zu dem ersten von einem Sehstrahl getroffenen Oberflächenpunkt
dem klassischen Raytracing. Dann erfolgt für jeden zu einem Pixel-Mittelpunkt korrespondie-
renden Oberflächenpunkt ein letztes Einsammeln von Radiance aus der Umgebung basierend
auf der berechneten approximativen Lösung. Im Vergleich zu dem Gouraud-Shading führt das
Final-Gathering zu Bildern höherer visueller Qualität. Ein zu einem Blatt-Patch korrespondie-
render Scanline-Abschnitt kann einen nicht-linearen Intensitätsverlauf annehmen. Insbesondere
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lassen sich Schattenübergänge sehr realitätsnah visualisieren. Außerdem könnensurface-detail-
Techniken8 aus dem Raytracing-Bereich zur weiteren Erhöhung der visuellen Qualität eingesetzt
werden. Das Final-Gathering ist jedoch wesentlich zeitaufwendiger als das Gouraud-Shading, da
für jedes von einem geometrischen Objekt überdeckte Pixel ein Einsammeln von Radiance aus der
gesamten Umgebung (inkl. Sichtbarkeitsberechnungen) durchgeführt werden muß. Ein mögliches
Einsatzgebiet ist z. B. das Erstellen von Referenzlösungen.

Das Final-Gathering wird erst in Verbindung mit Wavelet-basierten globalen Beleuchtungsal-
gorithmen einigermaßen praktikabel. In diesem Fall kann die Radiance aus der Umgebung gemäß
einem geeignetenlevel-of-detailberücksichtigt werden, indem sie über die Link-Datenstruktur
eingesammelt wird, die während der Berechnung der approximativen Lösung aufgebaut wurde
[LTG93]. Im folgenden werden die wesentlichen Implementierungs-Details genauer beschrieben.
Gesucht ist die von einer vorgegebenen Differential-Flächedxauf der Oberfläche eines geometri-
schen Objekts in die Sichtrichtung~ω zum Augpunkt ausstrahlende Radiance.

Ermittlung eines Blatt-Patchs
Das Ausnutzen der Link-Datenstruktur setzt eine Methode voraus, die zux ein korrespondie-

rendes Blatt der Patch-Hierarchie ermittelt. Im Fall eines nicht-gekrümmten Objekts ist diese
Zuordnung unproblematisch, da alle Oberflächenpunkte exakt auf der polygonalen Approximati-
on liegen. Die Zuordnung kann in diesem Fall sehr effizient durch das Ausnutzen der während der
Berechnung der approximativen Lösung zu den Ausgangs-Patches aufgebauten Patch-Hierachien
vorgenommen werden. Zunächst wird der Ausgangs-Patch ermittelt, auf demx liegt. Anschlie-
ßend wird die mit dem Ausgangs-Patch assoziierte Patch-Hierarchie als Suchbaum verwendet.
Der auf diese Weise ermittelte Blatt-Patch dient als „Eintrittspunkt“ in die Link-Datenstruktur.

Einsammeln von Radiance über die Link-Datenstruktur
Das Final-Gathering wurde zunächst für den Hierarchical-Radiosity-Algorithmus implemen-

tiert. In diesem Fall kann sich das Einsammeln von Radiance aus der Umbegungdirekt an der
Link-Datenstruktur orientieren. Für alle Patches entlang des Pfades von dem Blatt-Patch zu der
Wurzel werden die korrespondierenden Listen von Links traversiert. Der Koeffizient der zu ei-
nem derartigen Link korrespondierenden Sender-Basisfunktion trägt den folgenden Anteil zu der
gesuchten Radiance bei:

Tx←s Ls (3.1)

Bei dem Punkt-Basisfunktion-TransportkoeffizientenTx←s handelt es sich um eine verein-
fachte Variante des gewöhnlichen Transportkoeffizienten zwischen zwei Basisfunktionen. Die
Integration über den Träger einer Empfänger-Basisfunktion entfällt. Statt dessen bezieht sich der
Transportkoeffizient ausschließlich auf die Differential-Flächedx:

Tx←s ≡ fr(x)
Z

x′∈supp(Bs)

g(x,x′)Bs(x′) dx′

Bei der Implementierung des Final-Gatherings für den Wavelet-Radiosity-Algorithmus könn-
te sich das Einsammeln von Radiance ebenfalls direkt an der Link-Datenstruktur orientieren. Das
Hauptproblem bei diesem Ansatz wäre die genaue Berechnung von Transportkoeffizienten bzgl.
grober (Sender-)Basisfunktionen. Man müßte eine vereinfachte Variante der adaptiven numeri-
schen Integration implementieren. Ferner müßte man darauf achten, daß von einer (Sender-)Ba-
sisfunktion nur einmal Radiance eingesammelt wird, da mehrere Links entlang des Pfades zu der
Wurzel auf dieselbe Basisfunktion zeigen können (vgl. Abbildung3.3(b), Seite40).

8 z. B. texture-mapping oder bump-mapping
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Statt dessen wurde ein alternativer Ansatz entwickelt und implementiert, bei dem sich das
Einsammeln von Radianceindirekt an der Link-Datenstruktur orientiert. Die Grundidee besteht
darin, die beim Final-Gathering für den Hierarchical-Radiosity-Algorithmus auftretende Situation
zu simulieren. Das Einsammeln von Radiance über einem Sender-Ausgangs-Patch erfolgt nicht
anhand der Darstellung der Radiance-Verteilung bzgl. der Nicht-Standard-Haar-Basis, sondern
bzgl. der korrespondierenden kanonischen Basis. Voraussetzung für diesen Ansatz ist die Verwal-
tung der Skalierungsfunktion-Koeffizienten fürjedenPatch – nicht nur für Wurzeln und Blätter.
Die Berechnung dieser Koeffizienten erfordert keinen zeitlichen Mehraufwand, da die Koeffizi-
enten als Zwischenergebnisse bei der Ausführung des Pyramiden-Algorithmus anfallen. Nach
der Ausführung des Pyramiden-Algorithmus ist die Radiance-Verteilung über einem Ausgangs-
Patch zusätzlich bzgl. eines hierarchischen Erzeugendensystems bestehend aus Skalierungsfunk-
tionen – analog zum Hierarchical-Radiosity-Algorithmus – repräsentiert. Für jede mitx assoziier-
te Sender-Hierarchie wird diejenige Teil-Hierarchie bestimmt, die gemäß der Link-Datenstruktur
signifikant zur Beleuchtung vonx beiträgt und somit den geeignetenlevel-of-detailfestlegt. Dazu
werden die zu den Patches entlang des Pfades von dem Blatt-Patch zu der Wurzel korrespondie-
renden Listen von Links traversiert, und alle Patches markiert, auf die ein Link vom TypLT_*W
verweist. Das Einsammeln von Radiance erfolgt schließlich gemäß der Formel3.1bzgl. derjeni-
gen lokalen Skalierungsfunktionen, die unmittelbar unterhalb der untersten Stufe der markierten
Teil-Hierarchien verwaltet werden9.

Berechnung der Transportkoeffizienten
Die Punkt-Patch-Sichtbarkeit wirdnichtnach der Strategievisibility-in-quadratureberücksich-

tigt, sondern gemäß einem eigenen Satz von Strahlen ermittelt. Diese Entkoppelung ist für die
Implementierung einiger Beschleunigungs-Techniken vorteilhaft. Der unverdeckte Punkt-Skalie-
rungsfunktion-Transportkoeffizient wird exakt mit Hilfe einer Formel zur analytischen Berech-
nung des Punkt-Patch-Formfaktors [Gla95] berechnet.

Anbindung an das MRT
Die Klasset_IllumScene stellt die virtuelle MethodeincidentLight() zur Verfügung,

die im Raytracing-Kontext zu einem vorgegebenen Sehstrahl die aus der Strahlrichtung einfallen-
de Licht-Energie berechnet. Die Anbindung des Final-Gatherings an das MRT erfolgt durch das
Überschreiben dieser Methode in der abgeleiteten Klasset_IllumSceneWB . Zu dem vorgege-
benen Sehstrahl wird eine Strahlanfrage an die Szene gerichtet. Falls ein Objekt getroffen wird,
wird ein Blatt-Patch ermittelt, und die Radiance aus der Umgebung über die Link-Datenstruktur
eingesammelt. Das Final-Gathering wird durch das Senden der NachrichtrayTrace() an eine
Instanz der Klasset_Image angestoßen. Die existierende Methodet_Image::rayTrace()
sendet für jeden Sehstrahl eine NachrichtincidentLight() an die Szenen-Instanz. Auf diese
Weise werden bei der Implementierung des Final-Gatherings die konzeptionellen Gemeinsam-
keiten mit dem Raytracing ausgenutzt. Das Raytracing wird gewissermaßen durch das Final-
Gathering „überschrieben“. Darüber hinaus profitiert die Implementierung des Final-Gatherings
ebenfalls insbesondere hinsichtlich der Sichtbarkeitsberechnungen von der Anbindung an das
MRT (vgl. Abschnitt3.3.2).

9 Falls kein Patch einer mitx assoziierten Sender-Hierarchie markiert wurde (da nur Links vom TypLT_*S auf
diese verweisen), erfolgt das Einsammeln von Radiance bzgl. der Mutter-Skalierungsfunktion.
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3.4.2.2 Beschleunigungs-Techniken

Das Final-Gathering erfordert keinen zusätzlichen Speicherplatz, da die Punkt-Skalierungsfunk-
tion-Transportkoeffizienten im Gegensatz zu den gewöhnlichen Transportkoeffizienten nicht ge-
speichert werden brauchen. Allerdings ist das Final-Gathering sehr zeitaufwendig. Der Schlüssel
für eine Reduktion des Zeitaufwands ist auch in diesem Fall eine effizientere Sichtbarkeitsberech-
nung. Im folgenden werden einige Techniken beschrieben, die zur Beschleunigung der Sichtbar-
keitsberechnungen eingesetzt worden sind. In dem Abschnitt3.5wird der für eine Beispiel-Szene
ermittelte Zeitgewinn dokumentiert.

A Getrennte Behandlung von direkter und indirekter Beleuchtung Diese Strategie ist durch
die folgenden Beobachtungen motiviert:

• I. a. entfällt nur ein geringer Prozentsatz der Transporte auf direkte Beleuchtung.

• Durch direkte Beleuchtung hervorgerufene Schattenübergänge müssen sehr genau dar-
gestellt werden, um eine hohe visuelle Qualität zu erreichen.

• Die Genauigkeit der Darstellung von Schattenübergängen nimmt mit der Anzahl der
Schattenstrahlen zu. Bei Verwendung von nur einem Schattenstrahl werden alle Schat-
tenübergänge abrupt dargestellt. Je mehr Schattenstrahlen verwendet werden, desto
genauer können von flächigen Lichtquellen verursachte weiche Schattenübergänge vi-
sualisiert werden.

Die Anzahl der Schattenstrahlen pro Transport von indirekter Beleuchtung kann i. a. deut-
lich geringer als die Anzahl der Schattenstrahlen pro Transport von direkter Beleuchtung
gewählt werden. Auf diese Weise läßt sich der Zeitaufwand – ohne wahrnehmbaren Quali-
tätsverlust – deutlich reduzieren.

B Adaptive Anzahl der Schattenstrahlen für indirekte Beleuchtung Die Anzahl der Schatten-
strahlen pro Transport von indirekter Beleuchtung wird proportional zu dem unverdeckten
Punkt-Patch-Formfaktor gewählt. Der unverdeckte Punkt-Patch-Formfaktor ist definiert als
der Anteil der Basisfläche der Einheitshalbkugel, der von der Orthogonalprojektion des kor-
respondierenden Raumwinkels auf die Basisfläche eingenommen wird. Auf diese Weise
paßt sich die Anzahl automatisch an die Größe des Sender-Patchs und die relative Lage von
dxzu dem Sender-Patch an. Je kleiner der Sender-Patch, je größer die Transportentfernung,
je schiefer die Lichteinstrahlung, desto weniger Schattenstrahlen werden verwendet.

C Ausnutzen der Patch-Patch-Sichtbarkeit Diese Strategie basiert auf der folgenden trivialen
Beobachtung: Wenn ein Patch-Paar gegenseitig vollständig sichtbar bzw. verdeckt ist, gilt
diese Sichtbarkeitsbeziehung insbesondere für jeden Punkt eines der beiden Patches gegen-
über dem anderen Patch. Daher verwaltet jeder Link zusätzlich die Sichtbarkeit10 zwischen
seinem Empfänger-Patch und seinem Sender-Patch. Diese Patch-Patch-Sichtbarkeit fällt bei
der Berechnung der gewöhnlichen Transportkoeffizienten als Zwischenergebnis an. Bei der
Berechnung eines Punkt-Skalierungsfunktion-Transportkoeffizienten wird die Punkt-Patch-
Sichtbarkeit nur dann mittels Strahlschuß berechnet, wenn die korrespondierenden Patches
gegenseitig teilweise sichtbar sind. Vollständige Sichtbarkeit bzw. Verdeckung wird über-
nommen. Diese Strategie kann jedoch – ähnlich der Vererbung von vollständiger Sichtbar-
keit bei der Berechnung von gewöhnlichen Transportkoeffizienten – zu Artefakten führen,
falls ein Patch-Paar z. B. bedingt durch ein sehr grobes Samplingfälschlicherweiseals ge-
genseitig vollständigsichtbar bzw. verdeckt eingestuft wird. Diese Fehleinschätzung könnte
durch die Berechnung der Punkt-Patch-Sichtbarkeit revidiert werden. Aus diesem Grund

10 diskreter Wertebereich: {vollständig sichtbar, teilweise sichtbar, vollständig verdeckt}
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läßt sich diese Optimierung – getrennt für direkte und indirekte Beleuchtung – bei Bedarf
deaktivieren. Da sich das Einsammeln von Radiance nicht direkt an der Link-Datenstruktur
orientiert, ist der Zugriff auf die korrespondierende Patch-Patch-Sichtbarkeit nicht trivi-
al. Im Rahmen der Markierung der Teil-Hierarchien wird die von einem Link verwalte-
te Patch-Patch-Sichtbarkeit dem korrespondierenden Sender-Patch genau dann zugeordnet,
wenn diesem noch keine Sichtbarkeit zugeordnet worden ist. Die letzte Bedingung stellt zu-
sammen mit der bottom-up Vorgehensweise bei der Markierung sicher, daß jedem Patch die
genaueste verfügbare Sichtbarkeitsinformation zugeordnet wird. Ferner erfolgt der Zugriff
auf die Patch-Patch-Sichtbarkeit über den Vater-Patch.

D Ausnutzen von Strahlkohärenz durch einen Blockierer-CacheBei der Ermittlung der Punkt-
Patch-Sichtbarkeit durch einen Satz von Strahlen wird das zuletzt aufgespürte blockierende
Objekt zwischengespeichert. Eine Strahlanfrage wird zunächst an den letzten Blockierer
gerichtet. Die Anfrage wird nur dann an die gesamte Szene weitergeleitet, falls dabei
kein Schnittpunkt festgestellt wird. Aufgrund der Strahlkohärenz ist die Wahrscheinlichkeit
hoch, daß alle blockierten Strahlen eines Satzes von demselben Objekt blockiert werden. In
diesem Fall braucht das blockierende Objekt nur einmal ermittelt zu werden – unabhängig
von der Genauigkeit der Darstellung der Schattenübergänge.

E Reguläre Raumunterteilung Diese von dem MRT zur Verfügung gestellte Technik zur Be-
schleunigung von Strahlanfragen ist in [Mül97] dokumentiert.

3.4.2.3 Gekrümmte Objekte

In diesem Abschnitt wird gezeigt, wie die visuelle Qualität einer Final-Gathering-Darstellung un-
ter Ausnutzung von Objekt-Informationen um eine weitere Stufe erhöht werden kann: die geome-
trisch exakte11 Darstellung von gekrümmten Objekten. Falls die Objekt-Informationen in einem
frühen Stadium des Rendering-Prozesses verloren gehen, können gekrümmte Objekte nur approxi-
mativ gemäß ihrem polygonalen Netz ausgegeben werden. Das MRT-Design ermöglicht hingegen
eine – analog zum Raytracing – geometrisch exakte Darstellung von gekrümmten Objekten. Die
Radiance aus der Umgebung wird auch für gekrümmte Objekte bzgl. Differential-Flächen einge-
sammelt, die exakt auf der Oberfläche liegen.

Eine Strahlanfrage an die Szene zu einem vorgegebenen Sehstrahl liefert im Treffer-Fall die
benötigten Objekt-Informationen zurück:

• einen Zeiger auf das getroffene geometrische Objekt

• die Koordinaten des getroffenen Oberflächenpunktesx

• die Koordinaten der Oberflächennormalennx an der Stellex

Das Hauptproblem besteht darin, den geeigneten „Eintrittspunkt“ in die Link-Datenstruktur
zu finden. Die Ermittlung des zux korrespondierenden Blatt-Patchs der Patch-Hierarchie ist
nicht trivial, dax im Fall eines gekrümmten Objekts i. a. nicht exakt auf der polygonalen Ap-
proximation liegt. Intuitiv solltex ein Blatt-Patch zugeordnet werden, dessen Abstand zux ge-
ring ist und dessen Normale nur geringfügig vonnx abweicht. Dieses Problem ist gewisserma-
ßen dual zu dem Problem, einen Knoten der polygonalen Approximation auf die Oberfläche zu
verschieben. Der folgende zweistufige Lösungsansatz hat sich in der Praxis bewährt. Grund-
sätzlich wird die Zuordnung über eine Strahlanfragean die polygonale Approximationdes Ob-
jekts vorgenommen. Aus der Menge aller Begrenzungspolygone wird ein Polygon mit minima-
lem Abstand vonx entlang−nx ausgewählt. Wenn die Strahlanfrage zu keinem Treffer führt12,

11 im Rahmen der Auflösung des Ausgabemediums
12 Bsp.: Kreisscheibensegment eines Zylinders, das durch die polygonale Approximation nicht abgedeckt wird
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wird ein Polygon mit minimalem Abstand vonx ausgewählt. Dabei werden Mehrdeutigkeiten
durch Vergleichen der Abweichung der Patch-Normalen vonnx aufgelöst. Die Berechnung eines
Punkt-Skalierungsfunktion-Transportkoeffizienten basiert ferner auf der exakten Oberflächennor-
malennx. Der geometrische Term hängt von der Normalen ab.

3.5 Ergebnisse

In diesem Abschnitt werden die Ergebnisse von einigen Wavelet-Radiosity-Berechnungen do-
kumentiert. Das Hauptaugenmerk liegt auf einem visuellen Vergleich der beiden beschriebe-
nen Rekonstruktionsmethoden und auf einer Untersuchung des Zeitgewinns, der bei dem Final-
Gathering durch die beschriebenen Beschleunigungs-Techniken erzielt werden kann. Die do-
kumentierten Zeitspannen wurden bei der Ausführung des Algorithmus auf einer SGI Indigo 2
(R4400/200 MHz) gemessen. Die als Eingabe dienende Szene besteht aus einem „offenen“ Raum,
in dem sich u. a. ein konkaver Superquadric, ein Zylinder und eine Anordnung von Kugeln befin-
den (vgl. Abbildung3.5). Die Szene wird hauptsächlich von einer Lichtquelle direkt beleuchtet.
Eine zweite Lichtquelle dient zur direkten Beleuchtung der Weltkarte.

Die Abbildung3.6zeigt die nach sechs Verfeinerungsschritten berechnete approximative Lö-
sung des globalen Beleuchtungsproblemsohneden Einsatz einer Rekonstruktionsmethode. Der
„Kachel-Effekt“ bedingt durch die Verwendung einer stückweise konstanten Basis für die Dar-
stellung der Radiance-Verteilung ist deutlich sichtbar. Der Zeitaufwand für die Sichtbarkeitsbe-
rechnungen beträgt 62 Sekunden. Die Abbildung3.7 stellt das der Lösung zugrunde liegende
polygonale Netz dar. Sie verdeutlicht das gute Aufspüren von Schattenübergängen.

Die Abbildungen3.4 und3.5 zeigen die durch die beschriebenen Rekonstruktionsmethoden
geglätteten Lösungen. Der Einfluß von ausschließlich direkter bzw. indirekter Beleuchtung auf
die Final-Gathering-Darstellung ist in den Abbildungen3.8 und3.9 dokumentiert. Dabei wurde
das Ergebnis der indirekten Beleuchtung um den Faktor 5 aufgehellt. Das Final-Gathering führt
im Vergleich zu dem Gouraud-Shading zu einem deutlich brillianteren Bild. Bemerkenswert sind
insbesondere die sehr realitätsnahen weichen Schattenübergänge. Bei dem Final-Gathering wird
sogar der schmale Schattenbereich entdeckt, den die untere Spitze des Superquadrics auf die Ober-
seite des Zylinders wirft. Ferner werden auch solche für Radiosity-Lösungen charakteristischen
color-bleeding-Effekte aufgespürt, die aufgrund eines hohen Signifikanzschwellwertes oder einer
geringen Anzahl von Verfeinerungsschritten in der berechneten Lösung fehlen. Color-bleeding be-
zeichnet das „Ausbluten“ des Farbtons eines geometrischen Objekts in seine Umgebung aufgrund
von diffuser Reflexion (vgl. Abbildung3.9). Die stärksten color-bleeding-Effekte sind auch in der
Abbildung3.5 wahrnehmbar, sofern sie nicht von direkter Beleuchtung überlagert werden. Bei-
spielsweise erfährt die Unterseite der weißen Kugel eine leichte Grün-Färbung und die Oberseite
des Zylinders eine leichte Rot-Färbung. Die Abbildungen3.10 und 3.11 verdeutlichen anhand
eines Szenen-Details den Qualitätsgewinn, der durch die in dieser Arbeit entwickelte Integration
von gekrümmten Objekten erzielt werden konnte. Bei dem Gouraud-Shading werden gekrümmte
Objekte approximativ dargestellt, bei dem Final-Gathering hingegen exakt.

Die Untersuchung der quantitativen Auswirkungen der Beschleunigungs-Techniken für das
Final-Gathering (vgl. Abschnitt3.4.2.2) basiert auf einer approximativen Lösung nach drei Ver-
feinerungsschritten. Bei einer höheren Anzahl verursacht die TechnikC kleinere Artefakte hin-
sichtlich direkter Beleuchtung. Die dokumentierten absoluten Meßergebnisse beziehen sich auf
eine Auflösung von 2002 Pixeln. Die absoluten Ergebnisse sind proportional zu der gewählten
Auflösung und die relativen Ergebnisse sind somit invariant gegenüber der Auflösung. Nur rund
1% der ca. 4707000 Transporte entfallen auf direkte Beleuchtung. Pro Transport von direkter
Beleuchtung werden 128 Schattenstrahlen verwendet, um den zur weißen Kugel korrespondie-
renden weichen Schatten möglichst realitätsnah darzustellen. Pro Transport von indirekter Be-
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leuchtung werdenadaptiv192 – de facto im Durchschnitt nur rund 0.6 – Schattenstrahlen ver-
wendet. Die Beschleunigungs-TechnikenA und B ermöglichen die Berechnung einer Lösung
von hoher visueller Qualität mit insgesamt im Durchschnitt nur rund 1.9 Schattenstrahlen pro
Transport. 68% der Schattenstrahlen entfallen auf direkte Beleuchtung. Der Zeitaufwand für
die Sichtbarkeitsberechnungen beträgt insgesamt 654s. Der Zeitaufwand für die Sichtbarkeits-
berechnungen beim Einsammeln von direkter Beleuchtung (451s) kann durch die Kombination
der Beschleunigungs-TechnikenC, D und E (133 Voxel) weiter auf 36% reduziert werden (vgl.
Tabelle3.4). Die TechnikC führt alleine zu einer deutlichen Aufwandsreduktion auf 53%. Für
ca. die Hälfte der Transporte brauchen keine Sichtbarkeitsberechnungen durchgeführt werden, da
die korrespondierenden Patch-Paare gegenseitig vollständig sichtbar oder verdeckt sind. Beim
Einsammeln von indirekter Beleuchtung führen die Beschleunigungs-TechnikenC, D undE in
diesem Beispiel zu keiner weiteren deutlichen Aufwandsreduktion. Beispielsweise werden durch
die TechnikC nur rund 17% der Transporte von den Sichtbarkeitsberechnungen ausgeschlossen.
Ferner wirkt sich ein Blockierer-Cache bei im Durchschnitt nur rund 0.6 Schattenstrahlen pro
Transport kaum aus. In der Detail-Szene führen die Beschleunigungs-TechnikenC und D auch
beim Einsammeln von indirekter Beleuchtung zu einer deutlichen Aufwandsreduktion.

C D E relativer Zeitaufwand (in %)

100
× 53

× 68
× 86

× × 39
× × 46

× × 62
× × × 36

Tabelle 3.4 Auswirkung der Beschleunigungs-Techniken C, D und E (direkte Beleuchtung)

Der Zeitbedarf für die Sichtbarkeitsberechnungen zur Generierung der Darstellung3.5 mit
einer Auflösung von 2002 Pixeln konnte somit durch die Kombination der Beschleunigungs-
TechnikenA - E auf 365 Sekunden reduziert werden.
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Abbildung 3.4 Gouraud-Shading

Abbildung 3.5 Final-Gathering
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Abbildung 3.6 Keine Rekonstruktion Abbildung 3.7 Meshing

Abbildung 3.8 Direkte Beleuchtung Abbildung 3.9 Indirekte Beleuchtung

Abbildung 3.10 Gouraud-Shading Abbildung 3.11 Final-Gathering



Kapitel 4

Wavelet-Radiance

In dem vorigen Kapitel wurden die vorwiegend praktischen Aspekte eines Wavelet-basierten glo-
balen Beleuchtungsalgorithmus für den Radiosity-Fall beschrieben. Nun steht der allgemeine
Radiance-Fall im Vordergrund. Der Aufbau dieses Kapitels ähnelt dem Aufbau des vorigen Ka-
pitels. Die Beschreibung der Implementierung des Basis-Algorithmus und seiner Erweiterungen
beschränkt sich auf die im Vergleich zum Radiosity-Fall modifizierten bzw. zusätzlichen prakti-
schen Aspekte.

4.1 Implementierung des Basis-Algorithmus

4.1.1 Datenstrukturen

4.1.1.1 Verwaltung der Radiance-Koeffizienten

Die vierdimensionale richtungsabhängige Radiance-Verteilung wird über jedem Ausgangs-Patch
bzgl. einer dynamisch wachsenden Nicht-Standard-Haar-Basis repräsentiert. Diese Darstellung
läßt sich – mit Ausnahme des obersten Levels – durch eine einfache16-tree-Datenstruktur reali-
sieren, die sich an der Eltern-Kind-Beziehung orientiert:

• Die Wurzel verwaltet den Koeffizienten der Mutter-Skalierungsfunktion. Die Wurzel hat
entweder kein Kind oder genau ein Kind.

• Ein von der Wurzel verschiedener Knoten verwaltet die Koeffizienten von 15 Wavelets mit
identischem Träger. Ein derartiger Knoten hat entweder kein Kind oder genau 16 Kinder.

Die Grundidee hinsichtlich einer einfachen Anbindung an das MRT besteht darin, zu jedem
Ausgangs-Patchsimultanzwei hierarchische Datenstrukturen zu verwalten, die eng miteinander
gekoppelt sind. Abbildung4.1 veranschaulicht die Idee im übersichtlicheren zweidimensionalen
flatland-Fall. In flatland hat Radiance nur einen Positionsparameter und nur einen Richtungspara-
meter. Positionsträger werden durch Liniensegmente veranschaulicht und Richtungsträger durch
Kreisbögen:

Radiance-Hierarchie Die Radiance-Hierarchie ist eine 16-tree-Datenstruktur. Sie dient zur Ver-
waltung der Radiance-Koeffizienten gemäß dem Konzept. Analog zum Radiosity-Fall wer-
den die beiden obersten Level der konzeptionellen Datenstruktur verschmolzen und ein zu-
sätzlicher Level angehängt. Die Knoten fungieren als Endpunkte von Links. Innerhalb
eines Levels existieren mehrere1 Knoten mit identischem Positionsträger. Die Positions-
träger werden separat in der Patch-Hierarchie verwaltet. Jeder Knoten verweist daher auf

1 bis zu 4level

52
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Patch-Hierarchie Radiance-Hierarchie

Abbildung 4.1 Datenstruktur zur Verwaltung der Radiance-Verteilung über einem
Ausgangs-Patch (flatland)

genau einenPatch der Patch-Hierarchie (vgl. Abbildung4.1: waagerechte Pfeile nachlinks).
Innerhalb eines Levels existieren mehrere1 Knoten mit identischem Richtungsträger. Die
Richtungsträger werdennicht separat verwaltet, da sie sehr kompakt gespeichert werden
können.

Patch-Hierarchie Die Patch-Hierarchie ist eine quadtree-Datenstruktur. Sie dient zur Verwal-
tung der Positionsträger der zu den Radiance-Koeffizienten korrespondierenden Basisfunk-
tionen. Jeder Patch verweist auf eine Liste von korrespondierenden Knoten der Radiance-
Hierarchie, die sich nur im Richtungsträger unterscheiden (vgl. Abbildung4.1: waagerechte
Pfeile nachrechts).

Die Knoten der Radiance-Hierarchie und die Patches der Patch-Hierarchie sind jeweils als
Instanzen einer Klasse implementiert. Der folgende Pseudo-Code faßt die wesentlichen von einem
Knoten der Radiance-Hierarchie verwalteten Daten noch einmal zusammen:

class t_WLNode {
// ===== coefficients of basisfunctions =====
t_Color* cPhi; // pointer to coefficient of scaling-function

// - allocated <==> node==root or node==leaf
// - part of hierarchical representation only
// for root nodes

t_Color* cPsi; // pointer to coefficients of 15 wavelets
// - allocated <==> node!=leaf

// ===== support of basisfunctions =====
t_WLPatch* posSupport; // pointer to positional support
unsigned dirSupport; // directional support (origin and length)
// ===== list of links =====
t_WLLink* links; // node!=root and node==leaf ==> links==NULL
// ===== hierarchy related data =====
t_WLNode* subNodes; // pointer to 16 subnodes
t_WLNode* nextNode; // pointer to next node with identical

// positional support
};
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Der Koeffizient der Mutter-Skalierungsfunktion entspricht der mittleren Radiance, die von
dem Ausgangs-Patch in die komplette Hemisphäre ausstrahlt. Die 16 Kinder eines Knotens der
Radiance-Hierarchie korrespondieren jeweils zu einem Viertel des ursprünglichen Positionsträgers
und zu einem Viertel des ursprünglichen Richtungsträgers. Die Partitionierung von Positions-
trägern erfolgt analog zum Radiosity-Fall. Die Partitionierung von Richtungsträgern wird im Ab-
schnitt4.1.5.2beschrieben. Ein Skalierungsfunktion-Koeffizient entspricht der mittleren Radian-
ce, die von dem Positionsträger in den Richtungsträger ausstrahlt. Es gibt genau 16 Möglichkeiten
die vier Abweichungsarten2 im zweidimensionalen Fall zu Abweichungsarten im vierdimensio-
nalen Fall zu kombinieren. Ein Wavelet-Koeffizient gibt die Abweichung der mittleren Radiance
über acht der 16 Teilträger von der mittleren Radiance über dem gesamten Träger gemäß einer der
15echtenAbweichungsarten an.

Die Patch-Hierarchie dient als Schnittstelle zum MRT. Vor der graphischen Ausgabe wird
jedem Blatt der Patch-Hierarchie eine gemäß der Sichtrichtung geeignete mittlere Radiance von
einem Blatt der korrespondierenden Radiance-Hierarchie zugeordnet. Bei der Berechnung der
Transportkoeffizienten wird ferner auf die für Patches bzw. Patch-Paare bereits implementierten
Sampling-Methoden zurückgegriffen.

4.1.1.2 Verwaltung der Transportkoeffizienten

Die Transportkoeffizienten werden analog zum Radiosity-Fall in Links verwaltet. Im Radiance-
Fall verbindet ein Link jedoch nicht zwei Patches, sondern zwei Radiance-Hierarchie-Knoten.
Ferner verwalten Links vom TypLT_WS, LT_SWund LT_WW15 Einträge der Transportmatrix
anstelle von drei Einträgen. Zwischen einem geordneten Knoten-Paar können bis zu 15 Links
vom Typ LT_WWexistieren. In dem folgenden Pseudo-Code sind die wesentlichen von einem
Link verwalteten Daten aufgeführt:

class t_WLLink {
// ===== management =====
t_WLNode* senderNode; // pointer to sender
t_LinkType type; // LT_SS, LT_WS, LT_SW, OR LT_WW
unsigned waveletIndex; // index of sending wavelet (0,...,14)

// - only for links of type LT_WW
t_WLLink* nextLink; // pointer to next link in the list
// ===== transportcoefficients (TCs) =====
t_Color cT; // TC between (local) scaling-functions

// - part of transportmatrix only for
// links of type LT_SS

t_Color cTArray[15]; // array of TCs between basisfunctions
// - only for links of type LT_WS,
// LT_SW, or LT_WW

// ===== other data =====
t_Real kernelVariation; // used by oracle

};

4.1.2 Berechnung der Transportkoeffizienten

Ein Transportkoeffizient ist als sechsdimensionales Integral über dem Produkt des Kernels mit den
beiden zugehörigen Basisfunktionen definiert (vgl. Seite18). Die Berechnung der Transportko-
effizienten im Radiance-Fall unterscheidet sich hauptsächlich hinsichtlich der folgenden Aspekte
von der Berechnung der Transportkoeffizienten im Radiosity-Fall:

2 „horizontal“, „vertikal“ , „diagonal“ und „keine“
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Berücksichtigung des Richtungsträgers des SendersDie Berechnung des Integranden unter-
bleibt für Samples(x,x′) ∈ suppp(Br)×suppp(Bs) mit x−x′ 6∈ suppd(Bs). Das Vorzeichen
von Bs an der Stelle(x′,x−x′) hängt zusätzlich davon ab, in welchen Teil-Richtungsträger
x−x′ fällt.

Berücksichtigung des Richtungsträgers des EmpfängersDer Integrationsbereich wird erwei-
tert zusuppp(Br)×suppp(Bs)×suppd(Br). Das Sampling von Patch-Paaren erfolgt ana-
log zum Radiosity-Fall. Der Richtungsträger des Empfängers wird stets regulär gesamplet.
Alle Samples bzgl. Patch-Paaren werden mit allen Richtungs-Samples zu Stützstellen im
Radiance-Fall kombiniert. Das Vorzeichen vonBr an der Stelle(x, ~d) hängt zusätzlich da-
von ab, in welchen Teil-Richtungsträger~d fällt.

Die Anzahl der Richtungs-Samples wird mit zunehmendem Level des Empfänger-Knotens
reduziert:

#RichtungsSamples= 4×max(maxPar− level,minPar)2

Die Dichte der Richtungs-Samples nimmt somit fürmaxPar∈ {3, . . . ,6} und minPar∈
{1,2} während der erstenmaxPar−minParVerfeinerungsschritte bzgl. des Empfängers in
jedem Schritt „nur“ um einen Faktor∈ [1,2.8] zu. Eine konstante Anzahl von Richtungs-
Samples entspricht dem Faktor 4. Die Reduktion der Anzahl der Richtungs-Samples führt
zu einer deutlichen Reduktion des Zeitaufwands ohne die Qualität der Lösung wahrnehmbar
zu beeinflussen. Insbesondere wird durch diese Vorgehensweise die Verwendung von relativ
vielen Richtungs-Samples auf dem obersten Level praktikabel. Ein dichtes Sampling der
Hemisphäre erhöht die Wahrscheinlichkeit, alle signifikantenglossy peaksaufzuspüren.

Berechnung der BRDF Für die Berechnung eines Kernel-Wertes genügt im Radiosity-Fall der
Zugriff auf die für jeden Oberflächenpunkt konstante BRDF. Im Radiance-Fall muß die
BRDF in Abhängigkeit von der Reflexions- und von der Einstrahlrichtung gemäß dem Re-
flexionsmodell berechnet werden.

Insbesondere wird die Sichtbarkeitsfunktion analog zum Radiosity-Fall berücksichtigt. Der
folgende Pseudo-Code beschreibt das Grundgerüst der Berechnungs-Methode:

void t_WLLink::computeTCs(t_WLNode* receiverNode) {
receiverPatch = receiverNode->posSupport;
senderPatch = senderNode->posSupport;
// get positional samples on receiver
// - type==LT_W* ==> samples are ordered according to subpatches
rPosSamples[] = receiverPatch->getSamples();
// get positional samples on sender
// - type==LT_*W ==> samples are ordered according to subpatches
sPosSamples[] = senderPatch->getSamples();
// get directional samples on receiver (ordered according to subregions)
rDirSamples[] = receiverNode->getDirSamples();

// integrate
areaFraction = senderPatch->area / (nSamples * nDirSamples);
for (i=0;i<nSamples;i++) {

// get indices of positional samples according to sampling-strategy
(rIndex, sIndex) = getIndices(i);
// visibility-in-quadrature
determine visibility between rPosSamples[rIndex] and

sPosSamples[sIndex]
if (visible) {

dirSR = rPosSamples[rIndex]-sPosSamples[sIndex];
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// consider directional support of sender
if (dirSR in senderNode->dirSupport) {

sDirRegion = senderNode->dirRegion(dirSR);
// geometric term *without* occlusion
gTerm = geomTerm(rPosSamples[rIndex], receiverPatch->normal,

sPosSamples[sIndex], senderPatch->normal);
// consider directional support of receiver
for (j=0;j<nDirSamples;j++) {

kernel = gTerm * receiverNode->brdf(rPosSamples[rIndex],
rDirSamples[j], -dirSR);

// simultaneous accumulation of kernel-values with respect
// to the sign of the basisfunctions at the samples
accumulateTCs(kernel * areaFraction,

rIndex / nPosSamples, j / nDirSamples,
sIndex / nPosSamples, sDirRegion);

}
}

}
}

}

4.1.3 Lösen der diskreten Radiance-Gleichungen

Die Tabelle4.1 gibt einen Überblick über die wesentlichen Unterschiede hinsichtlich der im
Radiosity-Fall und der im Radiance-Fall verwendeten Datenstrukturen. Das Lösen der aktuel-
len diskreten Radiance-Gleichung erfolgt unter Berücksichtigung dieser Unterschiede analog zum
Radiosity-Fall. Anstelle der Patch-Hierarchien werden die Radiance-Hierarchien vollständig tra-
versiert. Die Berechnung eines neuen Radiance-Koeffizienten erfolgt durch Einsammeln von Ra-
diance über die Links der zugehörigen Link-Liste.

Radiosity-Fall Radiance-Fall
Hierarchie zur Verwaltung Patch-Hierarchie Radiance-Hierarchie
der Radiance-Koeffizienten
#Wavelet-Koeffizienten 3 15
pro innerem Hierarchie-Knoten,
#Einträge der Transportmatrix
pro Link vom TypLT_WS, LT_SW, LT_WW
#Kinder 4 16
pro innerem Hierarchie-Knoten

Tabelle 4.1 Wesentliche Unterschiede hinsichtlich der Datenstrukturen

4.1.4 Verfeinerung der diskreten Radiance-Gleichungen

Die Verfeinerung der aktuellen diskreten Radiance-Gleichung erfolgt ebenfalls i. w. analog zum
Radiosity-Fall. Bei der dynamischen Erweiterung einer Radiance-Hierarchie wird ggf. auch die
korrespondierende Patch-Hierarchie dynamisch erweitert. Eine Erweiterung der Patch-Hierarchie
ist nicht in jedem Fall notwendig. Abbildung4.1 auf Seite53 zeigt einen derartigen Fall. Die
Unterteilung des einzigen Blatts der Radiance-Hierarchie auf Level 1 erfordert keine Unterteilung
des korrespondierenden Patchs, da dieser Patch kein Blatt ist.

Ein wichtiges Merkmal des Wavelet-Radiance-Algorithmus ist die Koppelung von Positions-
und Richtungsverfeinerung. Positions- und Richtungsträger werden stets simultan verfeinert.
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Bei der Verfeinerung von Links vom TypLT_WS, LT_SWoder LT_WWwerden 15 bzw.
16 neue Links erzeugt (vgl. Tabelle3.2, Seite37). Die dabei anfallenden Sichtbarkeitsberech-
nungen werden durch die Einführung eines Sichtbarkeits-Caches um den Faktor 15 bzw. 4 be-
schleunigt3. Im Fall der Nicht-Standard-Zerlegung ist das Sichtbarkeits-Caching in [Sch96a] do-
kumentiert. Diese Zeit-Optimierung basiert auf der Beobachtung, daß alle 15 bzw. jeweils vier der
16 neuen Links bzgl. desselben Patch-Paares eingerichtet werden. Sie unterscheiden sich im letzt-
genannten Fall lediglich im Richtungsträger des Empfängers bzw. Senders. Die Richtungsträger
haben jedoch keinen Einfluß auf die Sichtbarkeitsberechnung. Der Sichtbarkeits-Cache kann für
jedes Sample bzgl. eines Patch-Paares den korrespondierenden bool’schen Sichtbarkeitswert auf-
nehmen.

4.1.5 Zusätzliche Aspekte

4.1.5.1 Reflexionsmodell

Die Berechnung eines Transportkoeffizienten basiert u. a. auf einer diskreten Menge von Werten
der BRDF des Empfängers. Die BRDF wird durch eine effizient zu berechnende Funktion appro-
ximiert. Für den Einsatz in einem Radiance-Algorithmus eignet sich grundsätzlich jedes physika-
lisch plausible Reflexionsmodell. Praktikabel sind jedoch nur sehr einfache Modelle. Im Rahmen
dieser Arbeit wird einisotropesReflexionsverhalten vorausgesetzt, d. h. die Reflexion an einem
Patch sei stets invariant gegenüber einer Drehung des Patchs um seine Normale. Gebürstetes
Metall weist beispielsweise ein nicht-isotropes Reflexionsverhalten auf. [Sch94a] enthält einen
Überblick über verschiedene Reflexionsmodelle. Christensen verwendet in seiner Implementie-
rung das physikalisch plausible Reflexionsmodell von Ward [War92], da es einen guten Kom-
promiß zwischen physikalischer Genauigkeit und Effizienz darstellt. Im Rahmen dieser Arbeit
wird eine Modifikation des klassischen Phong’schen Schattierungsmodells zu einem physikalisch
plausiblen Reflexionsmodell verwendet [LW94]. Dieses Modell ist im Vergleich zum Ward’schen
Modell einfacher und somit geringfügig effizienter. Die visuellen Ergebnisse sind vergleichbar.
Die BRDF wird dabei wie folgt approximiert:

fr(x, ~ωr , ~ωi) ≈ kd
1
π

+kg
n+2
2π

(cosα)n

Die Approximation ist als Linearkombination eines diffusen Anteils und eines glossy Anteils
mit kd,kg≥ 0, kd +kg ≤ 1 definiert. α bezeichnet den Winkel zwischen der Reflexionsrichtung
und der gespiegelten Einstrahlrichtung (vgl. Abbildung1.1(b), Seite7). Das aus einer Einstrahl-
richtung auf einen Oberflächenpunkt einfallende Licht wird in einen Richtungs-Kegel mit der
gespiegelten Einstrahlrichtung als Achse reflektiert. Die Reflexion ist zu dieser Achse symme-
trisch. Die größte Reflexion erfolgt in die gespiegelte Einstrahlrichtung und die Reflexion nimmt
stetig zum Kegelrand hin ab. Die Stärke der Abnahme hängt von dem oberflächenspezifischen
Glätte-Parameter n∈ [1,∞[ ab. Je glatter eine Oberfläche ist, desto schärfer fallen die glossy
Reflexionen und die korrespondierenden Glanzlichter auf der Oberfläche aus.

4.1.5.2 Partitionierung von Richtungsträgern

Die Erweiterung einer Radiance-Hierarchie ist mit einer Partitionierung des Positionsträgersund
mit einer Partitionierung des Richtungsträgers in jeweils vier Partitionen vergleichbarer Größe
verbunden. Die einfache Partitionierung von Positionsträgern wurde bereits im Abschnitt3.1.1.1
skizziert. In diesem Abschnitt wird die Partitionierung von Richtungsträgern beschrieben. Rich-
tungen in die Hemisphäre werden in diesem Zusammenhang mit Punkten auf der korrespondieren-

3 Die Faktoren beziehen sich auf die Situation, daß Sichtbarkeit tatsächlich berechnet und nicht vererbt wird.
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den Einheitshalbkugel identifiziert. Die Grundidee besteht darin, mittels der Inversen einer geeig-
neten Bijektion die Partitionierung eines Richtungsträgers auf die reguläre Partitionierung eines
Teilquadrats des Einheitsquadrats zureduzieren. Die Bijektion transformiert zusammenhängende
Bereiche auf der Einheitshalbkugel in zusammenhängende Bereiche des Einheitsquadrats, wobei
die Größenverhältnisse der Flächen in etwa gleich bleiben. Die Bijektion und ihre Inverse sind
relativ effizient berechenbar. Die Bijektionf : Ω←→ [0,1]2 ist definiert als Komposition von
bijektiven Teilfunktionen (vgl. Abbildung4.2):

f ≡ t ◦s◦g

g s

Einheitshalbkugel
(Grundriß) Kreisscheibe

mit Radiusπ
2

Quadrat
mit Seitenlänge 2

Abbildung 4.2 Bijektion s◦g

Die einzelnen Teilfunktionen haben dabei die folgende Bedeutung:

• Die Gnomonische Projektion gbildet die Einheitshalbkugel auf die Kreisscheibe mit Radi-
us π

2 ab. Geht man auf beiden Seiten von einer Polardarstellung aus, erfordert diese Abbil-
dungkeinenBerechnungsaufwand. Der Punkt(1,θ,φ) wird auf den Punkt(θ,φ) abgebildet.
Der Winkelθ bzgl. der Patch-Normalen entspricht im zweidimensionalen System dem Ra-
dius und der Winkelφ in der Patch-Ebene (azimuth) dem Polarwinkel. Folglich werden
Längengrade unter Beibehaltung der Bogenlänge auf gerade Strecken durch den Ursprung
abgebildet und Breitengrade unter Zunahme4 der Bogenlänge auf konzentrische Kreise um
den Ursprung.

• DerRadial Stretch sbildet die Kreisscheibe mit Radiusπ
2 auf das Quadrat mit Seitenlänge 2

ab. Der Polarwinkel bleibt identisch und der Radius wird mit dem Faktor 2
π max(|cosφ|,|sinφ|)

skaliert. Konzentrische Kreise werden auf konzentrische Quadrate abgebildet. Die stärkste
Verzerrung tritt entlang den Diagonalen auf. Sie bewegt sich jedoch noch in einem akzep-
tablen Rahmen.

• t ist definiert als die Komposition der uniformen Skalierung mit Faktor1
2 und der anschlie-

ßenden Translation um(1
2,

1
2). Das Quadrat mit Seitenlänge 2 um den Ursprung wird auf

das Einheitsquadrat abgebildet.

Die reguläre Partitionierung des Einheitsquadrats korrespondiert zu einer Partitionierung der
Einheitshalbkugel in Einheitsachtelkugeln. Abbildung4.3veranschaulicht die zu einervollständi-
genregulären Partitionierung eines Viertels des Einheitsquadrats korrespondierende vollständige
Partitionierung einer Einheitsachtelkugel. Entlang den Diagonalen entstehen dreieckige, anson-
sten viereckige Partitionen. Die Partitionen sind in etwa gleich groß. In der Praxis erfolgt i. a.
keine vollständige Partitionierung. Statt dessen werden nur die Umgebungen von gespiegelten
Einstrahlrichtungen fein unterteilt, die zu signifikanten Lichttransporten korrespondieren.

4 Faktor θ
sinθ ∈ ]1, π

2 ] für θ ∈ ]0, π
2 ]
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Abbildung 4.3 Vollständige Partitionierung einer Einheitsachtelkugel nach einem, zwei
bzw. drei Unterteilungsschritten

Mit jedem Ausgangs-Patch wird ein lokales(u,v,w)-Koordinatensystem assoziiert. Die Nor-
male des Patchs bildet diev-Achse. Die Lage deru-Achse innerhalb der Patch-Ebene ist bei Ver-
wendung eines isotropen Reflexionsmodells beliebig. Dieu-Achse wird an der ersten Patch-Kante
ausgerichtet. Die Lage derw-Achse ergibt sich aus der Forderung, daß das Patch-Koordinatensys-
tem ein Rechtssystem sein soll. Der Ursprung ist nicht fixiert. Um effektiv globale Richtungen
im Welt-Koordinatensystem in lokale Richtungen in einem Patch-Koordinatensystem konvertie-
ren zu können und umgekehrt, werden zu jedem Ausgangs-Patch zwei zueinander inverse Trans-
formationsmatrizen verwaltet. Abschließend soll das Zusammenspiel der Konvertierung und der
Bijektion bzw. der inversen Bijektion und der inversen Konvertierung bei der Berechnung der
Transportkoeffizienten beschrieben werden. Die Richtungsträger werden von den Knoten einer
Radiance-Hierarchie in dem 2D-System verwaltet5:

Berücksichtigung des Richtungsträgers des SendersSeienx′ bzw.x Samples auf dem Sender-
bzw. Empfänger-Patch. Die Richtungx− x′ wird von dem Welt-Koordinatensystem über
das Patch-Koordinatensystem des Senders in das 2D-System transformiert. Der Bereichstest
läuft in dem 2D-System auf einen einfachen Punkt-in-Rechteck-Test hinaus.

Berücksichtigung des Richtungsträgers des EmpfängersDas Sampling des Richtungsträgers
des Empfängers wird im 2D-System durchgeführt. Ein Richtungs-Sample wird von dem
2D-System über das Patch-Koordinatensystem des Empfängers in das Welt-Koordinaten-
system transformiert. Die Berechnung der BRDF basiert auf globalen Richtungen.

4.1.5.3 Extraktion einer sichtabhängigen Lösung

Der Basis-Algorithmus berechnet eine sichtunabhängige Lösung. Die Blätter einer Radiance-
Hierarchie enthalten nach Ausführung des top-down Pyramidenalgorithmus die Koeffizienten die-
ser Lösung bzgl. der lokalen Skalierungsfunktionen. Die graphische Ausgabe erfordert die Ex-
traktion einer sichtabhängigen Lösung zu dem vorgegebenen Augpunkt. Jedem Blatt einer Patch-
Hierarchie sollte die mittlere von dem Blatt in Richtung Augpunkt ausstrahlende Radiance zuge-
ordnet werden. Im Rahmen dieser Arbeit wurden zwei verschiedene Extraktions-Varianten imple-
mentiert.

Bei der ersten Variante wird für jedes Blatt einer Patch-Hierarchie eine eigene Sichtrichtung
berücksichtigt. Eine derartige Sichtrichtung ist definiert als die Richtung vom Zentrum des Blatts
zum Augpunkt. Der Radiance-Wert wird nach einer bottom-up Strategie unter Verwendung der zu
jedem Patch verwalteten Knoten-Liste extrahiert. Falls die Sichtrichtung in dem Richtungsträger
eines der zu dem Patch korrespondierenden Knoten der Radiance-Hierarchie liegt, entspricht des-
sen Skalierungsfunktion-Koeffizient dem gesuchten Radiance-Wert. Andernfalls wird die Anfrage

5 Ursprung und Seitenlänge des quadratischen Bereichs
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rekursiv an den Vater-Patch weitergereicht6. Die Rekursion bricht spätestens auf Höhe der Wur-
zel ab, da der Richtungsträger der Wurzel einer Radiance-Hierarchie der kompletten Hemisphäre
entspricht.

Bei der zweiten Variante wird für jedes Blatt einer Patch-Hierarchie dieselbe Sichtrichtung
berücksichtigt. Eine derartige Sichtrichtung ist definiert als die Richtung vom Zentrum desAus-
gangs-Patchs zum Augpunkt. Der Radiance-Wert wird nach einer top-down Strategie extrahiert.
Die zu der Sichtrichtung korrespondierende Teil-Hierarchie der Radiance-Hierarchie wird voll-
ständig traversiert. Für jedes besuchte Blatt wird der Skalierungsfunktion-Koeffizient dem kor-
respondierenden Patch als Radiance-Wert zugeordnet. Falls dieser Patch kein Blatt ist6 , wird der
Wert an die Blätter durchgereicht.

Die erste Variante ist realitätsnäher, da die Sichtrichtung über einem Ausgangs-Patch stark
variieren kann. Dies ist genau dann der Fall, wenn sich der Augpunkt relativ zur Größe des
Ausgangs-Patchs dicht über dem Ausgangs-Patch befindet. Außerdem erfolgt ein kontinuierlicher
Übergang zwischen zwei benachbarten Radiance-Hierarchien. Schließlich reagieren die Glanz-
lichter „sensibler“ auf eine Änderung des Augpunktes. Die zweite Variante führt hingegen zu
„symmetrischeren“ Glanzlichtern auf einem Ausgangs-Patch. Ferner ist diese Variante aufgrund
der top-down Strategie effizienter. Mittels einer Programm-Option kann zwischen beiden Varian-
ten gewählt werden.

4.1.6 Anbindung an das MRT

Die Anbindung des Basis-Algorithmus an das MRT erfolgt analog zum Radiosity-Fall. Eine
zentrale Voraussetzung für diese einfache Anbindung ist die simultane Verwaltung von Patch-
Hierarchien zu den Radiance-Hierarchien. Die Patch-Hierarchien dienen als Schnittstelle zum
MRT.

4.2 Erweiterungen

4.2.1 Sonderbehandlung von diffusen Reflektoren

In vielen Szenen übersteigt der Anteil der geometrischen Objekte mit eher diffusem Reflexions-
verhalten deutlich den Anteil der Objekte mit stark ausgeprägtem glossy Reflexionsverhalten. In
diesen Fällen lassen sich Zeit- und Speicheraufwand durch die Sonderbehandlung von diffusen
Reflektoren deutlich reduzieren [Sch94b].

Bei der Implementierung werden zwei Typen von Radiance-Hierarchien unterschieden: dif-
fuse Radiance-Hierarchien und glossy Radiance-Hierarchien. Über einem diffus reflektierenden
Ausgangs-Patch wird anstelle einer vierdimensionalen Radiance-Verteilung „nur“ eine zweidi-
mensionale diffuse Radiance-Verteilung analog zum Radiosity-Fall verwaltet. Die Klasse zur
Verwaltung eines Knotens der Radiance-Hierarchiet_WLNode wurde in eine abstrakte Basis-
Klasse umgewandelt, von der zwei neue Klassent_WLNodeD und t_WLNodeG abgeleitet wur-
den. Bei den Transporten zwischen Basisfunktionen können die folgenden vier Fälle auftreten:
diffus ← diffus, diffus← glossy, glossy← diffus und glossy← glossy. Transporte zwischen
Basisfunktionen „vom gleichen Typ“ wurden bereits diskutiert. Transporte zwischen Basisfunk-
tionen „verschiedenen Typs“ lassen sich leicht ableiten. Beim Transport zu einem diffusen Emp-
fänger entfallen die Integration über den Richtungsträger des Empfängers und die Berechnung der
BRDF. Beim Transport von einem diffusen Sender entfällt die Überprüfung, ob die Einstrahlrich-
tungen im Richtungsträger des Senders liegen. Von den Klassent_WLLinkSW , t_WLLinkWS

6 Abbildung4.1auf Seite53 zeigt eine derartige Situation. Der Augpunkt befinde sich rechts von dem Ausgangs-
Patch.
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undt_WLLinkWW wurden jeweils vier neue Klassen zur Verwaltung entsprechender Transportko-
effizienten abgeleitet. Die Extraktion einer sichtabhängigen Lösung erfolgt nur für glossy reflek-
tierende Objekte. In der Initialisierungs-Methode wird dazu eine Liste von Zeigern auf alle glossy
reflektierenden Objekte angelegt. Der derart erweiterte Wavelet-Radiance-Algorithmus beleuchtet
insbesondere diffuse Szenen ähnlich7 effizient wie der Wavelet-Radiosity-Algorithmus.

4.2.2 Final-Gathering

Das Final-Gathering wurde mit wenigen Ausnahmen analog zum Radiosity-Fall implementiert.
Insbesondere orientiert sich das Einsammeln von Radiance ebenfallsindirekt an der Link-Daten-
struktur. Für das Markieren der relevanten Sender-Teil-Hierarchien werden alle Knoten der Emp-
fänger-Radiance-Hierarchie entlang des Pfades von dem mit(x,~ω) assoziierten Blatt-Knoten zu
der Wurzel besucht und die korrespondierenden Listen von Links traversiert.

Das Einsammeln von Radiance erfolgt im Radiance-Fall mittels der wie folgt definierten
Punkt-Basisfunktion-Transportkoeffizienten:

T(x,~ω)←s ≡
Z

x′∈suppp(Bs)

fr(x,~ω,x′−x)g(x,x′)Bs(x′,x−x′) dx′

Im Vergleich zu den gewöhnlichen Transportkoeffizienten zwischen zwei Basisfunktionen ent-
fällt die Integration über den Träger einer Empfänger-Basisfunktion. Statt dessen bezieht sich der
Transportkoeffizient ausschließlich auf die Differential-Flächedx und die Sichtrichtung~ω. Die
unverdeckten Punkt-Basisfunktion-Transportkoeffizienten werden durch eine entsprechend ver-
einfachte Methode zur Berechnung von gewöhnlichen Transportkoeffizienten berechnet.

4.3 Ergebnisse

In diesem Abschnitt werden die Ergebnisse von einigen Wavelet-Radiance-Berechnungen für zwei
sehr einfache Szenen dokumentiert. Zunächst liegt das Hauptaugenmerk auf der direkten Be-
leuchtung. Anschließend wird kurz das Einsammeln von indirekter Beleuchtung über ein glossy
reflektierendes Objekt durch Final-Gathering untersucht. Die Berechnungen wurden auf einer
SGI Indigo 2 (R4400/200 MHz) durchgeführt.

Die erste Szene besteht aus zwei nebeneinander angeordneten Quadraten mit unterschiedli-
chem Reflexionsverhalten, die direkt von drei verschiedenfarbigen Lichtquellen beleuchtet wer-
den (vgl. Abbildung4.7). Das linke Quadrat ist glossy reflektierend und das rechte Quadrat ist
diffus reflektierend. Die Lichteinstrahlung auf das glossy reflektierende Quadrat wird durch ein
(diffus reflektierendes) Dreieck blockiert. Es werden vier Verfeinerungsschritte durchgeführt.

Die Abbildung4.4zeigt die berechnete approximative Lösungohneden Einsatz einer Rekon-
struktionsmethodefür einen bestimmten Augpunkt. Der interessante Aspekt besteht darin, daß die
berechnete Radiance-Verteilung sichtunabhängig ist. Bei einer Änderung des Augpunktes braucht
keine neue Radiance-Verteilung berechnet zu werden. Statt dessen genügt die Extraktion einer
sichtabhängigen Radiance-Verteilung für den neuen Augpunkt (vgl. Abbildung4.5). Das diffus
reflektierende Quadrat sieht aus allen Blickrichtungen gleich aus. Demgegenüber ändert sich die
Lage der Glanzlichter auf dem glossy reflektierenden Quadrat.

Eine extrahierte Radiance-Verteilung läßt sich – analog zum Radiosity-Fall – entweder effizi-
ent durch Gouraud-Shading (vgl. Abbildung4.6) oder durch Final-Gathering (vgl. Abbildung4.7)
glätten. Die relativ kostengünstige Extraktion ermöglicht in Kombination mit dem hardwareun-
terstützten Gouraud-Shading ein interaktives Erkunden des Reflexionsverhaltens des glossy re-
flektierenden Quadrats. Die Radiance-Verteilung ändert sich dabei aufgrund der stückweise kon-
stanten Darstellung beim Übergang zwischen zwei Teil-Richtungsträgern i. a. „sprunghaft“. Mit

7 Die simultane Verwaltung von Patch- und Radiance-Hierarchien führt zu einemgeringfügighöheren Speicherauf-
wand.
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zunehmender Verfeinerungstiefe nimmt jedoch die gerichtete Auflösung zu (vgl. Abbildung4.3,
Seite59) und somit die Stärke der Sprünge ab. Das Final-Gathering erzeugt ggf. das folgende
Artefakt: Bei einer geringen Sample-Dichte auf dem Sender und einem hohen Glätte-Parameter
des glossy Reflektors sind die Spiegelbilder der einzelnen Samples deutlich zu erkennen. Ein
möglicher Lösungsansatz besteht darin, die Anzahl der Samples nicht konstant zu wählen, son-
dern proportional zu dem vom Sender aufgespannten Raumwinkel. Der Proportionalitätsfaktor
könnte ferner von dem Glätte-Parameter abhängen.

Die Reduktion der Anzahl der Richtungs-Samples führt in diesem Beispiel zu einer Reduk-
tion des Zeitaufwands für die Berechnung der glossy Transportkoeffizienten auf 9%. Tabelle4.2
dokumentiert die Aufwandsreduktion durch die Sonderbehandlung von diffusen Reflektoren. Der
Zeitaufwand bezieht sich auf die Berechnung der Transportkoeffizienten und der Speicheraufwand
auf die Verwaltung der Radiance- und Transportkoeffizienten8. Die deutliche Aufwandsredukti-
on hinsichtlich der Berechnung und Verwaltung der diffusen Radiance-Verteilung ist dadurch zu
erklären, daß ein diffuses Reflexionsverhalten denworst casefür den Radiance-Algorithmus dar-
stellt. Für alle Positionen sind alle Reflexionsrichtungen gleich signifikant, so daß einevollständi-
geglossy Radiance-Hierarchie mit einer entsprechend großen Anzahl von Links aufgebaut wird.
Der verbleibende große Speicherbedarf für die Verwaltung der glossy Radiance- und Transport-
koeffizienten ist der Preis für die Berechnung einer sichtunabhängigen Lösung.

ohneSonderbehandlung mit Sonderbehandlung
von diffusen Reflektoren von diffusen Reflektoren

Zeitaufwand(in Sekunden) 42 11

Speicheraufwand(in kBytes)
Patch-Hierarchien 204 204
diffuse Radiance-Hierarchien − 29
glossy Radiance-Hierarchie 9462 2436
Links diffus← diffus − 37
Links glossy← diffus 6842 1393

16508 4099

Tabelle 4.2 Zeit- und Speicheraufwand (Glätte-Parameter 100)

Den bisher dokumentierten Ergebnissen liegt der Glätte-Parameter 100 zugrunde. Eine Ände-
rung dieses Parameters wirkt sich wie folgt auf den Aufwand aus: Für die Parameter 500 (vgl.
Abbildung4.8) bzw. 20 (vgl. Abbildung4.9) wurde ein Zeitaufwand von 6 bzw. 17 Sekunden er-
mittelt und ein Speicheraufwand von 2391 bzw. 6353 kBytes. Je diffuser das Reflexionsverhalten,
desto größer der Aufwand. Dieses Ergebnis stützt die Aussage, daß ein diffuses Reflexionsver-
halten den worst case darstellt. Ferner unterstreicht es die Wichtigkeit der Sonderbehandlung von
diffusen Reflektoren.

Die zweite Szene ist in der Abbildung4.10skizziert. Eine diffus reflektierende Kugel D wird
über ein kleines glossy reflektierendes Quadrat G indirekt beleuchtet. Die Abbildung4.11zeigt
die mittels Final-Gathering von dem Mittelpunkt des glossy Reflektors rekonstruierte Radiance-
Verteilung auf dem diffusen Reflektor nach drei, vier bzw. fünf Verfeinerungsschritten. Im Ver-
gleich zum Radiosity-Fall führt das Final-Gathering nicht notwendigerweise zu einer geglätteten
Lösung. Einerseits werden zwar die Unstetigkeiten an den Grenzen der Teil-Richtungsträger des
Empfängers beseitigt. Andererseits treten jedoch die Unstetigkeiten an den Teil-Richtungsträgern
des glossy Reflektors deutlich hervor.

8 Der Speicheraufwand für die Verwaltung der topologischen Datenstruktur wird dabei nicht berücksichtigt.
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Abbildung 4.4 Erste Blickrichtung Abbildung 4.5 Zweite Blickrichtung

Abbildung 4.6 Gouraud-Shading Abbildung 4.7 Final-Gathering

Abbildung 4.8 Glätte-Parameter 500 Abbildung 4.9 Glätte-Parameter 20
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Abbildung 4.10 Szenengeometrie

Abbildung 4.11 Final-Gathering nach drei, vier bzw. fünf Verfeinerungsschritten



Kapitel 5

Zusammenfassung und Ausblick

Finite-Elemente-Methoden zum approximativen Lösen des globalen Beleuchtungsproblems be-
rechnen grundsätzlich eine sichtunabhängige Lösung, die sich für eine interaktive Ausgabe eig-
net. Sie profitieren im Radiosity-Fall von der im Vergleich zum allgemeinen Radiance-Fall ge-
ringeren Dimensionalität der gesuchten Radiance-Verteilung. Die Entwicklung bzw. die Anwen-
dung von ausgefeilten Techniken hat in den vergangenen Jahren im Radiosity-Fall zu signifikan-
ten Effizienz- bzw. Qualitätsverbesserungen geführt: u. a. Einsatz von Wavelet-Basen, clustering,
importance-basierte Verfeinerung, Integration von gekrümmten Objekten, Final-Gathering. Es
stellt sich die Frage, inwieweit sich diese Techniken hinsichtlich FE-Methoden für den Radiance-
Fall adaptieren lassen.

Grundlage dieser Arbeit ist eine von Christensen vorgeschlagene Finite-Elemente-Methode
für den Radiance-Fall. Christensen adaptiert die genannten Techniken. Der Schwerpunkt die-
ser Arbeit liegt – neben der Implementierung des Algorithmus auf Basis des 3D-Graphiksystems
MRT – auf der Identifizierung der beim Übergang vom klassischen Radiosity-Fall zum Radiance-
Fall modifizierten bzw. zusätzlichen theoretischen und praktischen Aspekte.

Bei der Aufarbeitung des gemeinsamen theoretischen Hintergrunds von Wavelet-basierten glo-
balen Beleuchtungsalgorithmen wird an den entsprechenden Stellen auf die Unterschiede verwie-
sen: u. a. Dimensionalität von Radiance-Verteilung, BRDF und Kernel, Definition von Transport-
operator und -koeffizienten. Von den genannten Techniken wurde der Einsatz von Wavelet-Basen
und das Final-Gathering realisiert. Die Implementierung erfolgte in zwei Phasen. Zunächst wurde
ein Wavelet-Radiosity-Algorithmus implementiert. Danach wurde darauf aufbauend der Wavelet-
Radiance-Algorithmus realisiert. Auf diese Weise wurde das „Implementierungs-Problem“ in
zwei einfachere Teilprobleme zerlegt. Ferner erleichterte diese Vorgehensweise die genaue Iden-
tifizierung der modifizierten bzw. zusätzlichen praktischen Aspekte: u. a. Grad der Hierarchien
zur Verwaltung der Radiance-Koeffizienten, Berechnung der Transportkoeffizienten, Berücksich-
tigung eines Reflexionsmodells, Partitionierung von Richtungsträgern, Extraktion einer sichtab-
hängigen Lösung. Die im Rahmen dieser Arbeit erstellte Implementierung weist im Vergleich zu
der von Christensen vorgestellten Implementierung die folgenden besonderen Merkmale auf:

• einfache Anbindung an ein existierendes Wavelet-Radiosity-System

• interaktive Ausgabe

• Sonderbehandlung von diffusen Reflektoren

Ferner konnte die visuelle Qualität der Darstellung von gekrümmten Objekten beim Final-
Gathering unter Ausnutzung von Objekt-Informationen verbessert werden.

Vor dem Ausblick folgt ein kritischer Rückblick auf zwei zentrale Design-Entscheidungen:

65
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Gerichteter Transport Der gerichtete Transport zeichnet sich gegenüber dem 3-Punkt-Transport
(vgl. Seite14) durch ein effizienteres initial linking1 und die Berechnung einer sichtunab-
hängigen Lösung aus. Bei dem 3-Punkt-Transport kann die Radiance über einem Ausgangs-
Patch nur in Richtung eines anderen Patchs abgegriffen werden. Der Augpunkt wird übli-
cherweise durch einen sehr kleinen Aug-Patch modelliert. Allerdings erschwert dasTräger-
mismatch2 bei dem gerichteten Transport die Berechnung von sekundären Glanzlichtern,
da das Aufspüren von glossy peaks der Radiance-Verteilung über sekundären Lichtquel-
len problematischer ist. Ein weiterer Nachteil ist der zeitliche Mehraufwand, der von den
notwendigen Richtungs-Umrechnungen verursacht wird.

Die Design-Entscheidung, auf den gerichteten Transport zu setzen, hat sich jedoch insge-
samt bewährt.

Standard-Zerlegung des TransportoperatorsDie Standard-Zerlegung des Transportoperators
wird in dieser Arbeit als „ungewöhnlich“ bezeichnet, da die Gruppe um Christensen of-
fensichtlich bisher als einzige einen Wavelet-basierten globalen Beleuchtungsalgorithmus
vorgestellt hat, der auf dieser Art der Zerlegung des Transportoperators basiert. In dem Ab-
schnitt2.2.4.4wird gezeigt, daß die Standard-Zerlegung des Transportoperators theoretisch
einfach zu erklären ist: Die explizite Verwendung einer Wavelet-Basis bei der Diskretisie-
rung der Radiance-Gleichung durch die Galerkin-Methode korrespondiert unmittelbar zu
der Standard-Zerlegung des Transportoperators. Christensen verfolgt diese Zerlegung, da
sie nach den praktischen Erfahrungen verschiedener Autoren häufig zu einer dünner be-
setzten Transportmatrix führt. Demgegenüber steht jedoch – neben der etwas besseren
asymptotischen Komplexität – der wesentlich geringere Implementierungsaufwand eines
auf der Nicht-Standard-Zerlegung des Transportoperators basierenden Algorithmus (vgl.
Abschnitt3.2). In [Sch96a] wird ein entsprechender Wavelet-Radiance-Algorithmus vor-
gestellt, der als das Pendant des klassischen Hierarchical-Radiosity-Algorithmus angesehen
werden kann.

Die Design-Entscheidung, auf die Standard-Zerlegung des Transportoperators zu setzen, hat
sich daher nicht bewährt.

Die enorme Komplexität des globalen Beleuchtungsproblems im allgemeinen Radiance-Fall
hat zur Folge, daß sich trotz des Einsatzes von Wavelet-Basen mit dem implementierten Algo-
rithmus in der Praxis nur sehr einfache Szenen beleuchten lassen. Im folgenden werden einige
Erweiterungen hinsichtlich der Integration von gekrümmten Objekten sowie zur Reduktion des
Zeit- und Speicheraufwands skizziert.

Integration von gekrümmten Objekten Man könnte der Frage nachgehen, ob sich die im
Radiosity-Fall bewährte Integration von gekrümmten Objekten unter Ausnutzung von Objekt-
Informationen auch für den Radiance-Fall adaptieren läßt. Erste Versuche ohne spezielle al-
gorithmische Anpassungen haben ergeben, daß sich bei direkter Beleuchtung zwar Glanzlich-
ter auf gekrümmten Objekten herausbilden. Allerdings treten deutlich wahrnehmbare Artefakte
auf: Glanzlichter werden zum Teil „unsauber“ herausgebildet bzw. „verschwinden“ sogar bei be-
stimmten Blickrichtungen. Ein Problem liegt darin, daß mit jeder Radiance-Hierarchie „nur“ eine
Hemisphäre assoziiert ist, in die Radiance ausstrahlt. Im Fall eines konvex gekrümmten Objekts
vergrößert sich jedoch der Ausstrahlbereich mit fortschreitender Unterteilung aufgrund der Ver-
schiebung der neu erzeugten Knoten auf die Oberfläche.

Entkoppelung von Positions- und Richtungsverfeinerung Das wohl größte Manko des vor-
gestellten Algorithmus ist die Koppelung von Positions- und Richtungsverfeinerung (vgl. Ab-

1 O(k2) gegenüber O(k3) mit k≡#Ausgangs-Patches
2 i. a.suppd(Bs) 6∼= suppp(Br), vgl. Abbildung2.7auf Seite19
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schnitt 4.1.4). Die Verfeinerung eines Positionsträgers geht stets mit einer Verfeinerung des
Richtungsträgers einher und umgekehrt. Diese unflexible Koppelung ist eine Folge der explizi-
ten (Standard-Zerlegung des Transportoperators) bzw. impliziten (Nicht-Standard-Zerlegung des
Transportoperators) Verwaltung der Radiance-Verteilung bzgl. vierdimensionaler Nicht-Standard-
Wavelet-Basen. Die Sonderbehandlung von diffusen Reflektoren ist ein erster Schritt in Richtung
Entkoppelung von Positions- und Richtungsverfeinerung. Für diffuse Reflektoren werden nur
Positionsverfeinerungen durchgeführt, d. h. bei einer Unterteilung entstehen anstelle von 16 nur
vier neue Knoten. Analog sollten im dualen Extremfall eines sehr kleinen glossy Reflektors nur
Richtungsverfeinerungen durchgeführt werden. Der allgemeine Fall wird ausführlich in [Sch96a]
diskutiert. Die dort vorgestellte Idee für einen allgemeinen Lösungsansatz besteht darin, bei einer
Verfeinerungsentscheidung stets alle drei Möglichkeiten – nur Positionsverfeinerung, nur Rich-
tungsverfeinerung bzw. Positions- und Richtungsverfeinerung – in Betracht zu ziehen. Die Ent-
scheidung könnte sich an der Variation des geometrischen Terms und an der Variation der BRDF
orientieren. Das Hauptproblem dieses Ansatzes liegt darin, daß die Verfeinerungsentscheidungen
hinsichtlich eines Empfänger-Knotens und verschiedener Sender-Knoten zu verschiedenen Ergeb-
nissen kommen könnten. Man müßte Mechanismen zum Umgang mit bzgl. verschiedener Basen
repräsentierten Teilen der Radiance-Verteilung entwickeln.

Sonderbehandlung des diffusen Teils einer Radiance-VerteilungFür Objekte, die eine Kom-
bination eines signifikanten diffusen und eines signifikanten glossy Reflexionsverhaltens aufwei-
sen, könnte man den diffusen Teil der Radiance-Verteilung gesondert behandeln. Die Imple-
mentierung müßte dahingehend abgeändert werden, daß mit einem Ausgangs-Patch ggf.zwei
Radiance-Hierarchien assoziiert werden können: eine diffuse Radiance-Hierarchie für die Ver-
waltung des diffusen Teils und eine glossy Radiance-Hierarchie für die ausschließliche Verwaltung
des glossy Teils der Radiance-Verteilung. Auf diese Weise ließe sich die sehr sinnvolle Sonderbe-
handlung von diffusen Reflektoren verallgemeinern.

Importance-basierte Verfeinerung Der Importance-Ansatz [SAS92] erweitert den beschrie-
benen hierarchischen Ansatz dahingehend, daß sich die Beleuchtungsrechnung auf vorgegebene
wichtigeTeilszenen fokussieren läßt. Der Algorithmus erwartet als Eingabe neben einer emit-
tierenden Radiance-Verteilung auch eine emittierende Importance-Verteilung. Simultan zu der
Radiance-Transportgleichung wird eine adjungierte Importance-Transportgleichung gelöst. Im-
portance wird dabei in solche Bereiche transportiert, die signifikant zur Beleuchtung der vor-
gegebenen wichtigen Teilszenen beitragen. Das Orakel zur simultanen Verfeinerung der beiden
Linearen Gleichungssysteme hängt zusätzlich von dem Betrag des Importance-Koeffizienten der
Empfänger-Basisfunktion ab. Auf diese Weise wird die Radiance-Verteilung nur für wichtige
Teilszenen genau berechnet und die Importance-Verteilung nur für helle Teilszenen. Dieser An-
satz eignet sich z. B. zur effizienten Berechnung einer sichtabhängigen Lösung, indem die Be-
leuchtungsrechnung auf die sichtbare Teilszene fokussiert wird. Der Effizienz-Gewinn fällt im
Radiance-Fall im Vergleich zum Radiosity-Fall noch deutlicher aus [Chr95].

Clustering Der Clustering-Ansatz [SAG94] erweitert den hierarchischen Ansatz in bottom-up
Richtung, indem lokale Ansammlungen von Objekten beim Lichttransport ggf. als Einheit betrach-
tet werden. Formal läuft Clustering darauf hinaus, daß die Hierarchie-Bildung auf einer höheren
Stufe ansetzt. Die Hierarchie-Bildung beginnt nicht erst auf der Stufe der Ausgangs-Patches,
sondern bereits auf der Stufe von groben Ansammlungen von Objekten. Mit fortschreitender
Verfeinerung werden diese in immer feinere Ansammlungen aufgebrochen bis hin zur Stufe der
Ausgangs-Patches. Ab dann erfolgt die Verfeinerung wie beschrieben. Der Clustering-Ansatz ist
ein unentbehrliches Mittel zur Beleuchtung von komplexen Szenen, da der Aufwand nicht weiter
von der Anzahl der Ausgangs-Patches abhängt.



Anhang A

Programm-Optionen

Die Buchstabenn bzw.r sind Platzhalter für numerische Parameter (natürliche bzw. reelle Zahlen).
In eckigen Klammern ist jeweils die Vorbelegung angegeben.

Option WB/WL Beschreibung

Berechnung der Transportkoeffizienten

Vgl. Abschnitte 3.1.2bzw. 4.1.2

nSamples n [256/16] ×/× Gewünschte Anzahl der Samples bzgl. eines Patch-Paares
nDirSamplesParMax n[4] −/× Parameter zur Steuerung der Anzahl der Richtungs-Sam-

ples bzgl. eines Empfängers. Vgl. Seite55
nDirSamplesParMin n[1] −/× dito
randomSampling ×/× Samples werden auf einem Patch stets gleichverteilt zu-

fällig plaziert.
oneToOneSampling ×/× Samples auf dem Empfänger-Patch werden mit genau ei-

nem Sample auf dem Sender-Patch zu Samples bzgl. des
Patch-Paares kombiniert.

noInheritTotalVis ×/× Die optimierte Sichtbarkeitsberechnung wird deaktiviert.
noVisibilityCaching −/× Das Sichtbarkeits-Caching wird deaktiviert. Vgl. Seite56
noSampleReductionLTSS ×/× Bei der Berechnung von Transportkoeffizienten zwischen

Skalierungsfunktionen werden standardmäßig nur 25% der
spezifizierten Samples bzgl. eines Patchs verwendet. Die
Reduktion wird nur dann durchgeführt, wenn wenigstens
zwei Samples auf einem Patch verbleiben. Andernfalls
wäre die Kernel-Variation bzgl. eines Patch-Paares unde-
finiert.

maxGeometricTerm r [50.0] ×/× Obere Schranke für den geometrischen Term. Diese Op-
tion steuert den einfachen Mechanismus zur Vermeidung
von Singularitäts-Problemen. Ein negativer Wert steht für
„keine obere Schranke“.

checkSampling ×/× Die Samples bzgl. eines Patch-Paares werden graphisch
dargestellt. Im Radiance-Fall werden auch die Samples
bzgl. eines Richtungsträgers graphisch dargestellt (relativ
zum Patch-Zentrum).

Lösen der diskreten Radiance-Gleichungen

Vgl. Abschnitte 3.1.3bzw 4.1.3

iterationThreshold r [0.0001] ×/× Die Iteration bricht ab, wenn sich die Farbkomponen-
ten aller Radiance-Koeffizienten innerhalb eines Iterations-
schrittes nur um einen Betrag unterhalb dieses Schwellwer-
tes ändern.

Fortsetzung auf nächster Seite

68
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Fortsetzung von voriger Seite

Option WB/WL Beschreibung

maxIterationSteps n [4] ×/× Obere Schranke für die Anzahl der Iterationsschritte
initializeSolution ×/× Standardmäßig wird der aktuelle Lösungsvektor als Start-

vektor für den nächsten Lösungsschritt verwendet. Der
Startvektor kann alternativ gemäß der emittierenden Radi-
ance-Verteilung initialisiert werden.

jacobiIteration ×/− Anstelle des standardmäßig verwendeten Gauss-Seidel-
Verfahrens wird das Jacobi-Verfahren eingesetzt. Diese
Option wird nur dann berücksichtigt, wenn das Programm
mit einer entsprechenden Compiler-Option übersetzt wur-
de. Das Jacobi-Verfahren erfordert zusätzlichen Speicher-
platz. Vgl. Seite19

checkSolving ×/× Die aktuelle Lösung wird nach jedem Iterationsschritt gra-
phisch dargestellt.

Verfeinerung der diskreten Radiance-Gleichungen

Vgl. Abschnitte 3.1.4bzw. 4.1.4

significanceThreshold
r [0.00001]

×/× Absoluter Signifikanzschwellwert. Ein negativer Wert ak-
tiviert die relative Definition des Signifikanzschwellwerts.

significanceFraction
r [0.1/0.03]

×/× Bei der relativen Definition des Signifikanzschwellwerts
dient dieser Bruchteil der maximalen Signifikanz aller
potentiell neuen Transportkoeffizienten als Signifikanz-
schwellwert.

noAdaptiveIntegration ×/× Die adaptive numerische Integration zur genaueren Be-
rechnung von „alten“ Transportkoeffizienten wird deakti-
viert.

areaThreshold r [0.0] ×/× Ein Patch wird nicht weiter unterteilt, falls sein Flächenin-
halt diesen Schwellwert unterschreitet. Der Schwellwert
kann auch szenenspezifisch in der Beschreibungs-Datei
mittels dem TokenAEPSdefiniert werden.

areaOracle ×/× Das Signifikanzmaß umfaßt als zusätzlichen Faktor den
Flächeninhalt des Empfänger-Patchs.

loops n [4] ×/× Obere Schranke für eine Folge von Verfeinerungsschrit-
ten (Vorbelegung). Nach einer Folge von Verfeinerungs-
schritten besteht die Möglichkeit, eine weitere Folge von
Verfeinerungsschritten anzustoßen. Zu Beginn jeder Fol-
ge kann die obere Schranke interaktiv gemäß der Güte der
aktuellen Lösung angepaßt werden.

Final-Gathering

Vgl. Abschnitte 3.4.2bzw. 4.2.2

fgNSamplesDirIllum n [9] −/× #Samples pro Sender-Patch zur Ermittlung des unverdeck-
ten Punkt-Skalierungsfunktion-Transportkoeffizienten bei
direkter Beleuchtung

fgNSamplesIndIllum n [1] −/× dito für indirekte Beleuchtung
fgRandomSampling −/× Samples werden auf einem Sender-Patch stets gleichver-

teilt zufällig plaziert.
fgNShadowRaysDirIllum n [64] ×/× #Schattenstrahlen zur Ermittlung der Punkt-Patch-Sicht-

barkeit bei direkter Beleuchtung
fgNShadowRaysIndIllum n [64] ×/× dito für indirekte Beleuchtung
fgNoVisAdaptiveIndIllum ×/× Die Beschleunigungs-TechnikB wird deaktiviert.
fgNoExploitLinkVisDirIllum ×/× Die Beschleunigungs-TechnikC wird beim Einsammeln

von direkter Beleuchtung deaktiviert.
fgNoExploitLinkVisIndIllum ×/× dito für indirekte Beleuchtung

Fortsetzung auf nächster Seite
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Fortsetzung von voriger Seite

Option WB/WL Beschreibung

fgIllumType n [1] ×/× Beleuchtungstyp: 0≡kein Einsammeln, 1≡Einsammeln
von direkter und indirekter Beleuchtung, 2≡Einsammeln
von direkter Beleuchtung, 3≡Einsammeln von indirekter
Beleuchtung

Sonstige
scale r [50.0] ×/× Faktor für die lineare Skalierung der berechneten Radi-

ance-Werte zu Farbwerten, die sich für die Anzeige eignen.
Der Wert−1.0 steht für eine automatische Skalierung. Im
Radiance-Fall sollte die automatische Skalierung jedoch
vermieden werden, da der Skalierungsfaktor andernfalls
i. a. von einem bestimmten Augpunkt abhängig wäre.

gammar [1.9] ×/× Faktor für die Gamma-Korrektur
qualityCurvedObjects n [0] ×/× Anfängliche Approximations-Qualität aller gekrümmten

Objekte
noAdjust ×/× Die Adjustierung von neuen Knoten der topologischen Da-

tenstruktur auf die Objekt-Oberfläche wird deaktiviert.
noFacingTest ×/× Der Facing-Test stellt sicher, daß zwischen zwei Patches

höchstens dann ein Link eingerichtet wird, wenn sie ein-
ander zugewandt sind. Der Facing-Test unterdrückt Links,
deren Transportkoeffizienten ausschließlich den Wert 0 ha-
ben.

standardFacingTest ×/× Der Standard-Facing-Test wird anstelle einer etwas ausge-
feilteren Variante verwendet. Der Standard-Facing-Test ist
etwas effizienter. Allerdings erkennt er nicht alle Situatio-
nen, in denen zwei Patches einander zugewandt sind, da
sich dieser Test nur auf die beiden Patch-Zentren bezieht.

nVisRaysInitLinking n [16] ×/× Zwischen einem Paar von Ausgangs-Patches wird höchs-
tens dann ein Link eingerichtet, wenn die Patches gegen-
seitig wenigstens teilweise sichtbar sind. Der Wert 0 deak-
tiviert diesen Sichtbarkeitstest.

noOccludderCaching ×/× Das Ausnutzen von Strahlkohärenz durch einen Blockie-
rer-Cache wird deaktiviert. Das Blockierer-Caching wirkt
sich auf die Sichtbarkeitsberechnungen bei der Berech-
nung von Transportkoeffizienten und auf die Sichtbarkeits-
tests beim initial linking aus.

multipleViewDirections −/× Bei der Extraktion einer sichtabhängigen Lösung werden
mehrere Sichtrichtungen pro Ausgangs-Patch berücksich-
tigt. Vgl. Seite59. Diese Option wird auch beim Final-
Gathering berücksichtigt.

rotatePatchCSs r [0.0] −/× Alle Patch-Koordinatensysteme werden um ihrev-Achse
entgegen dem Uhrzeigersinn gemäß diesem Winkel ge-
dreht. Durch eine geeignete Wahl dieses Parameters
können z. B. visuell störende Wechsel des gerichteten Be-
reichs in der Umgebung eines interessanten Augpunktes
vermieden werden. Die Winkeleinheit ist Grad.

noExtraHandlingDiffuse −/× Die Sonderbehandlung von diffusen Reflektoren wird de-
aktiviert.

writeTCs ×/× Die Berechnung der Transportkoeffizienten und die adap-
tive numerische Integration werden in einer Datei mit En-
dung.tcs protokolliert.
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